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MATEMATICA1 

flUTO-INSTRUTIVO I 

1- SERIE / 2- GRfiU 







Estudante: 

O livro Matemdtica Auto-instrutivo foi programado pensando em voce, na sua 
participate, no seu interesse, tornando-o elemento ativo no processo de aprendizagem. 

Procuramos apresentar cada assunto deste livro de modo simples, claro e objetivo. 

A cada apresenta^o de um conceito segue-se uma sdrie de afirma95es, algumas 
verdadeiras e outras falsas, e a medida que voce assinala as verdadeiras a fixa 9 do desse 
conceito se faz naturalmente, preparando-o assim para as aplica 90 es que vem a seguir. 

Nessas aplica 95 es, voce devera completar os exercicios propostos e 6 importante 
que esse completamento seja feito seguindo a orienta 9 ao sugerida, pois ela estd baseada 
nos conhecimentos ja adquiridos por voce. 

Ao final de cada capitulo, apresentamos duas sequencias de exercicios. A se- 
qiiencia A, cuidadosamente analisada, apresentada em grau crescente de dificuldade e 
dosada de modo a atingir os objetivos propostos em cada capitulo, dd-lhe condi95es de 
prosseguir no desenvolvimento do conteudo para a aquisi 9 lo de novos conceitos. A 
seqiiencia B ficara a critdrio do seu professor, face a disponibilidade de tempo e outras 
varidveis que direta ou indiretamente influem no processo de aprendizagem. 

Com a apresenta 9 ao desta obra, retrato de uma longa experiencia no ensino de 
29 grau, reiteramos nossa firme convic 9 ao que sempre norteou nossos ideais: n6s acre- 
di tamos em voce. 


Os autores. 
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Teoria dos Conjuntos 

Ao final deste capftulo, o aluno devera: 

a) ter revisto os conceitos basicos da teoria dos 

conjuntos. 

b) estar familiarizado com a Unguagem simbolica. 

c) estar apto a se expressar por meio da Unguagem 

simbolica. 


Procuraremos fazer uma revisao das nogoes mais importantes da teoria dos conjuntos, pois a mesma ja foi 
desenvolvida durante o curso de 19 grau. 


CONJUNTO, ELEMENTO E RELAQAO DE PERTINENCIA 

1. As nogoes de conjunto, elemento e relagao de pertinencia entre elemento e conjunto sao nogoes intuitivas. 
Indicaremos um conjunto com letras latinas maiusculas e os elementos com letras latinas minusculas. 

Assim, o conjunto das vogais podera ser chamado de A e indicado por A = {a, e, i, o, u), onde a, e, i, o, u 
sao elementos do conjunto A. 


2. Para indicar que um elemento pertence ou que nao pertence a um conjunto, usaremos os simbolos G e 

Diremos entao que: i pertence a A e indicaremos por i £ A 

b nao pertence a A e indicaremos por b ^ A 


3. Admitiremos a existencia de conjunto com um so elemento (conjunto unitario) e conjunto sem nenhum 
elemento (conjunto vazio, que se indica por 0). 


4. 


Sendo A = (0, 1, 3} e B = (2, 5, 7), assinale as afirmagoes corretas: 


a. (><) 1 e elemento do conjunto A. 

b. 1 e A 

c. (x) 0 G A 

d. ( ) 3 nao e elemento do conjunto A. 

e. ( ) 3 0 A 

f. 6x3 5GB 


g. 6<) 3 0 B 

h. ( ) 7 G A 

i. (><) 2 0 B 

j. ( ) 2 0 A e 2GB 

l . ( ) 3 G 0 

m. ( ) 0 G 0 
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CONJUNTOS NUMERICOS 


5. Conjunto dos numeros naturais: e indicado por N e representado por: 

N = (0, 1, 2, 3, .... n, ...} 
e indicaremos por: 

N*= {1, 2, 3, . . . , n, . . . }, o conjunto dos naturais sem o zero. 

6. Conjunto dos numeros inteiros: e indicado por Z e representado por: 

Z = {... -n, ...,-4,-3, -2,-1, 0, 1, 2, 3, ... n, ...} 

e indicaremos por: 

^ ‘ ’ n ’ ' ' ' ’ “2, -1, 1, 2, 3, . . ., n, . . .}, o conjunto dos inteiros sem o zero. 

~ 2, 3, . . . , n, . . . }, o conjunto dos inteiros nao negativos. 

Z + - { 1, 2, 3, . . . , n, . . . }, o conjunto dos inteiros positivos. 

Z. -n, . . . , -3, -2, -1, 0}, o conjunto dos inteiros nao positivos. 

2? = {. . . , -n -3, -2, -1 }, o conjunto dos inteiros negativos. 

Obs.: Todo numero natural tambem e inteiro, isto e, IN C Z. 

7. Conjunto dos numeros racionais: e o conjunto Q dos numeros que podem ser escritos na forma — , com 

a G Z e b G Z*. Os numeros racionais admitem representado decimal exata ou periodica. b 

Assirn: - | = -2,5 € Q - -J- = -2 e Q 

j = 0,125 G Q y = 0,333. . . G Q 

Obs.: Todo numero inteiro tambem e ra- ional, isto e, Z C Q. 


8. Conjunto dos numeros irracionais: e o conjunto dos numeros que nao podem ser escritos na forma — , com 
a e Z e b G Z*. Os numeros irracionais admitem representado decimal nao exata e nao periodica. b 
Exemplos: vX VX -2\X etc. 

Conjunto dos numeros reais: e o conjunto IR formado pelos numeros racionais e numeros irracionais. Os numeros 
reais admitem representacao decimal exata ou nao, periodica ou nao. 

Obs.: Todo numero racional tambem e real, isto e, Q C IR. 

10. Conjuntodos numeros complexos: e o conjunto C dos numeros da forma a + b . i, onde a e b sao numeros 
reais e i = v-1 . 

Exemplos: 2 + 3i; V^4 = 2i; \Pl = i vX= 0 + is/Y etc. 

11 . Assinale as afirmagoes corretas: 
a. Cx) 3 G N e 5 G Z 

b- Cx) -3 $ N e -5 G Z 

c. Cx) Todo elemento de N e elemento de Z. 

d. ( ) Todo elemento de Z e elemento de N. 

e. Cx) y ^ N, y £ Z e yGQ 

f. Cx)2G]N, 2GZe |- = 2GQ 
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g- (X) 
h. (X) 

i- ( ) 
j- ( ) 

l. (X) 

m. (X) 

n. (X) 

o. ( ) 
P- (X) 
q. (X) 
r- (X) 

s. ( ) 
t- ( ) 


-3 $ IN, -3 e Z, - -j- = -3 G Q 

Todo elemento de N e elemento de Q. 

Todo elemento de Q e elemento de ]N. 

Todo elemento de Q e elemento de Z. 

Todo elemento de Z e elemento de (Q. 

Todo numero que admite representa 9 ao decimal exata ou periodica e um numero racional. 

Todo numero real que admite representa^ao decimal nao exata e nao periodica e um numero irracional. 
Todo numero que admite representa 9 ao decimal nao exata e nao periodica e um numero racional. 

Todo numero que admite representa 9 ao decimal exata ou nao, periodica ou nao, e um numero real. 

Todo numero racional e real. 

Todo numero irracional e real. 

Todo numero real e racional. 

Todo numero real e irracional. 


DETERMINAQAO DE CONJUNTOS 

12. Um conjunto fica determinado quando se conhece cada um de seus elementos ou entao quando se conhece 
uma propriedade caracteristica de seus elementos. 


Podemos, entao, representar um conjunto escrevendo cada um de seus 
elementos ou escrevendo uma propriedade caracteristica desses elementos. 


Assim, observe e complete: 

a) A = {a, e, i, o, u} ou A = {x|x e vogal} 

b) B = {3, 4, 5, 6, 7, . . ou B = {x|x GIN e x > 2} 

c) C = { ou c = {xlx efi e x> 3} 

d) D = {0, 1, 2, 3, 4, 5} ou D = { (Ad oarficiA s±o(!u&§e4) 

e) E = ou E = {xlx € Z e x > -3} 

f) F = > ou F = {xlx e Z e -2 < X < 6} 

g) G = {-5, -4, -3, -2, -1, 0, 1} ou G = 

(Ad ocofitOsS 

13. Conjunto universo: o conjunto ao qual devem pertencer todos os elementos utilizados para desenvolver um 
determinado assunto recebe o nome de conjunto universo e e indicado por U. 

Assim, por exemplo, quando queremos determinar as raizes inteiras de uma equa 9 ao, o conjunto universo e 
o conjunto Z dos numeros inteiros. 

SUBCONJUNTOS 

14. Um conjunto A e um subconjunto de um conjunto B se e somente se todos os elementos de A forem tambem 
elementos de B. Dizemos, entao, que A esta contido em B ou que B contem A e indicaremos por: 

A C B e leremos A esta contido em B ou B 3 A e leremos B contem A 

Assim, se A = {a, e} e B = {a, e, i, o, u}, A e subconjunto de B, isto e, A C B ou B 3 A. 
Indicaremos que um conjunto C nao esta contido em D por C ^ D, ou que D nao contem C por D C. 
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15. Admitiremos por defini^ao que: 


19) 0 conjunto vazio e subconjunto de qualquer conjunto. Assim, 0 C A, qualquer que seja A. 
29) Se A C B e B C A, entao A = B. 


16. Complete as afirma 9 oes: 

a. {l, 4, 9} {1, 4, 5, 9, 10} ( &tt, ) 

b. {1,3, 5} C {5, 7, , ...a....} 

c - » 3} <£ {1, 3, 5} f JioL oocfoaA 

^ ( Oct & ^Sy6rrn£rO^- £ ) 

e * *£4....) c {x|x E]N e x e lmpar},^^: &co&t24 3&ccoe^) 

f - ...3.... > 81} D {x|x E Z e x 2 = 9} 

g. {xlxGN e x 6 divisor de 6} {2,3}^ *. 


REUNIAO E INTERSEQAO DE CONJUNTOS 


17. Reuniao: dados dois conjuntos A e B, o conjunto reuniao de A com B 6 o conjunto formado pelos elementos 
que pertencem a A ou a B. 

Indica-se: A U B e le-se: A reuniao B 

Assim: 




U _ B 


x e A e x 0 B 



ou 


x G (A U B) => * 

x 0 A e x G B 

( V / / 


ou 



xGA e x£B 

A U B 


18. Intersefao: dados dois conjuntos A e B, o conjunto interse 5 ao de A com B i o conjunto formado pelos 
elementos que pertencem a A e tambem a B. 

Indica-se: A n B e le-se: A intersefao B 


Assim: 


x E (A n B) 


x E A e tambem x E B, 
ou seja, 

x pertence simultaneamente 
aos dois conjuntos 



19. Complete: 

a. {2,3,5} U {0, l) = {..a...^ v ..^ } 

b. {3, 6 , 5, 7} n {2, 3, 5} = {.... 3 . } 

c- (-2, ...6 5} U { 5 , 6} = {-2, 5, 6} 

d. {xlxGN e x 2 = 4} U {-1,5} = { 
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20. Propriedades: sendo A, B e C conjuntos quaisquer contidos num mesmo conjunto universo, valem as propriedades: 
1?) A U A = A e A n A = A 

2?) A U 0 = A e A n 0 = 0 

3?) A U B = B U A e A O B = B H A 

4?) A U (B U C) = (A U B) U C e A n (B O C) = (A O B) n C 


subtraqAo entre conjuntos 


21. Dados dois conjuntos A e B, o conjunto diferensa entre A e B 6 o conjunto formado pelos elementos que 
pertencem a A e nao pertencem a B. 



Considere entao A = {0, 1, 2, 5, 8} e B = {-2, -1, 2, 3, 5, 8} e assinale as afirmafoes corretas: 


a- ( ) 

0 € A 

e 

o e b 






b. (X) 

o e A 

e 

0 $ B 






c. (X) 

1 e A 

e 

1 $ B 






M ) 

2 e a 

e 

2 3 B 






e. (X) 

2 e A 

e 

2 e b 






f. (X) 

5 € A 

e 

5 e B 






g- (X) 

Os elementos 

que pertencem 

a A e 

nao 

pertencem 

a B 

sao 0 e 1. 

M*) 

A - B = 

{0, 

1} 






i- ( ) 

A - B = 

{0, 

1, 2} 






j- ( ) 

Os elementos 

que pertencem 

a B e 

nao 

pertencem 

a A 

sao: -2, -1, 3, 5 e 8. 

1. (X) 

Os elementos 

que pertencem 

a B e 

nao 

pertencem 

a A 

sao: -2, -1 e 3. 

m. (X) 

B - A = 

{-2 

,-1,3} 







22. Se o conjunto B estd contido no conjunto A, entao 
rela 9 §o a A, e indica-se por Q A. 


B 


Assim, se B C A entao: 

a - b -Ca B 


o conjunto A - B 6 chamado complementar de B cm 



Sendo A = {0, 1, 2, 3} e B = {2, 3} complete: 

a) 0 conjunto B e subconjunto de mm A , isto 6, B A. 

b) Os elementos que pertencem a A e nao pertencem a B sao e 


c) A - B =Q A &.. = } 
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QUANTIFICADORES 


Os quantiflcadores sao simbolos que permitirao maior precisao em nossa linguagem simb61ica. 

23. Quantificador universal: indica que todos os elementos de um conjunto satisfazem a uma determinada 
propriedade. Ele e indicado por Y e se le qualquer que seja ou para todo ou para cada. 

Assim, sendo A = {1, 3, 5, 7, 9}, diremos que Y x G A, x e l'mpar. 


24. Quantificador existencial: indica que algum elemento do conjunto satisfaz a uma determinada propriedade. 
Ele e indicado por 3 e se le existe. A nega$ao do quantificador existencial e indicada por $ e se le nao existe. 

Assim, sendo A = {0, 1, 2, 3, 4, 5}, diremos que 3 x G A tal que x 6 l'mpar e que | x e A tal que 
x 8. 

Para indicar que somente um elemento satisfaz a propriedade usaremos o si'mbolo 31 , que se le existe um s6. 


25. 


Sendo A = {0, 2, 4, 6}, 

a) V x G A 

b) 3 x G B 

c) 3 x G B 

d) 31 x G C 

e) A x G A 

f) 3 x G B 

g) 1. x G C 

h) V x G A, 

i) 31 x G A 


B = {0, 1, 2, 3} e C = {0, 1, 4}, 
x e par. 

tal que x e l'mpar 

tal que x e par. 

tal que x e l'mpar. 

tal que x e l'mpar. 

tal que x e multiplo de 7. 

tal que x 3 = 8 

x # -1 

tal que x 2 = 0 


complete usando 


o quantificador conveniente. 


EXERCfCIOS 


SEQUENCIA A 


1) Escreva os conjuntos na forma explicita, isto e, designando os 

seus elementos: 

a) O conjunto dos numeros naturais maiores que 5 e meno- 
res que 10. 

b) O conjunto dos numeros inteiros maiores ou igual a -2 e 
menores que 5. 

c) O conjunto dos numeros inteiros que satisfazem a equa- 
gao 2x + 1 = 7. 

d) O conjunto dos numeros inteiros que satisfazem a equa- 
gao 3x = 5. 

e ) O conjunto dos numeros reais que satisfazem a equa^ao 
x = 25. 


f) O conjunto dos numeros reais que satisfazem a equagao 
x 2 - 5x + 6 = 0. 


g) O conjunto dos multiplos de 3 maiores que 9 e menores 
ou igual a 24. 


h).{x|xGN e 
0 {x I x G Z e 
j) {xlx G Z e 

l) {xlx G Z e 

m) {x I x G Z} e 

n) {xlx GR e 


5 <x <9} 

-3 < x < 1 } 
x >-2} 

3x - 1 <4} 

2x2 = 18 } 

2x2 - 1 = 31 } 


o) {xlx = 5n e 

n GIN} 

p) {xlx = 2n e 

n GIN} 

q) {xlx = 2n + 1 

e n GIN} 

r) {xlx = 3 + 2n 

e n GIN} 

s) {x|x = 5 + 3n 

e n GIN} 


2) Escreva os conjuntos abaixo por meio de uma propriedade 
caractenstica de seus elementos: 

a) {3, 4, 5, 6, ...} 

b) {4, 5, 6, 7, 8, 9} 

c) {-2, -1, 0, 1, 2} 

d) {-5, -4, -2, -1} 

e) {. . . , -3, -2, -1, 0} 

0 {0, 2, 4, 6, . . .} 

g) {l, 3, 5, 7, ...} 

h) {0, 3, 6, 9, ...} 

i) {l, 4, 7, 10, ...} 

j) {5, 8, 11, 14, ...} 

l) {2, 5, 8, 11, ...} 

m) {3, 10, 17, 24, ...} 

n) {3, 10, 17, 24} 

o) {l, 2, 4, 8, 16, ...} 

p) {3, 9, 27, 81, ...} 
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3) Assinale com V as sentensas verdadeiras e com F as sen- 
ten9as falsas: 

a) ( ) 2 G{0, 2, 5} 

b) ( ) 3 e{0, 1, 4} 

c) ( ) {0, 2, 5} D {2} 

d) ( ) 3 C {l, 3, 5} 

e) ( ) {2, 5} <X {2, 4, 5} 

f) ( ) 1 £ {x I x £ Z e x - 1 = 0} 

g) ( ) {-3, -2, -1 } C {xl x £ Z e x + 1 > 5 } 

h) ( ) {-5, 5} C {x|x £R e x 2 = 25 } 

i) ( ) 15G{xlx = 4n-t'7enGlN} 

j) ( ) {l, 2, 4, 8} = {x|x = 2 n e n £N e n<3> 

l) ( ) {3, 9, 27, 81 } = {xlx = 3 n e n £N* e n < 4> 

m) ( ) 0 = { } 

n) ( ) N C Z 

o) ( ) N * Z + 

p) ( ) Z C1R* 

q) ( ) RDQ3ZDN 

4) Complete as sentensas de modo que sejam verdadeiras: 

a) 3 <£{l, 2, } 

b) {2, } (£ {2, , 10} 

c) {1, 3, 5} (f. (1, 3, ,7} 

d) G {x | x G R e 2x 2 + 5x - 3 = 0 } 

e) {0} {xlx GR e x 2 - x = o} 

0 0 Z* 

g) R+ R 

h) 2 ; {xlxGR e 2 < x < 5 } 

i) 1 {x|x GR e x < 

j) {x|x GR e -VT<x<VT} {xlx G R 

e -V3~ < x < V3~ } 


c) 


d) 


e) 

0 

g) 

h) 



1 

2 




^5 

0 




2 


5 

-1 



r 



-1 


1 


3 

5 

-1 


1 
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7) Determine a reuniao e a interse^ao dos conjuntos: 


a) 

b) 


c) 

d) 


e) 

0 

g) 


A 

= {-2, -1, 3, 

5} 


B 

= {-3, -1, 2, 

5, 

6} 

A 

= {x|x = 2n 

e 

n GIN) 

B 

= {x I x = 2n 

+ 1 

. e n GIN) 

A 

= {2, 3, 4, 5 

- 6} 

B 

= {xlx G1R 

e 

(x - 2) . (x + 5) = 0} 

A 

= {xlx G 1R 

e 

2x 2 + 3x + 1 = 0 } 

B 

= {x I x G 1R 

e 

x 2 - 1 = 0 } 

A 

= {x 1 x G Z 

e 

-2 < x < 1 } 

B 

= {xlx GZ 

e 

-3 < x < 1 } 

A 

= {0, 1 } 



B 

= {xlx G1R 

e 

-3 < x < j} 

A 

= {xlx GR + 

} 


B 

= {xlx GR. 

} 



( 


5) Represente graficamente na reta numerada os seguintes con- 
juntos: 

Exemplo: {x|x G1R e -3<x<5} e representado por: 


O - 

-3 5 


a) 

{xlx GR 

e 

x > 2 } 

b) 

{x I x G R 

e 

x < 5 } 

c) 

{x I x G R 

e 

2 < x < 5} 

d) 

{xlx GR 

e 

x >3} 

-2<x< 

e) 

{xlx GR 

e 

0 

{xlx GR 

e 

5x - 1 > 3} 

g) 

{xlx GR 

e 

x > 0 e x - 3 <2} 

h) 

{xlx GR 

e 

2x - 1 > 3 e |x<5} 

i) 

{xlx GR+) 

A 

j) 

{xl x G Ri } 


1) 

{xlx GR 

e 

2<x<5 uu x > 7 } 

m) {x| x G R 

e 

x < -1 ou x > \fl } 


6) Escreva os conjuntos representados na reta numerada, por 
meio de uma propriedade caracteristica de seus elementos: 


h) 


A-> 


-1 


2 




A -► 

i) 


B-> 


-2 


2 


-1 1 


j) 


A-> 


-3 


B -► 


o 

2 


A -► 

1) 


B -► 


-o 

-2 


0 1 


a) 


b) 


-1 


2 


5 


m) 


A -► 


-2 


1 


B -► 


1 




i ■ • ■ - ^ L&k 
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-2 

1 


-7 

1 


-3 -1 

1 

4 

-2 

1 









V3 


VT 


c) (xlx GZ e -2 <x <2}ou {x|x G Z e -3 <x < 3 } 

d) {x|x GZ e -5 <x <-l}ou {x|x GZe -6 <x < 0 } 

e) {xlxGZ e x < 0 } ou {x| x G Z_ } 

0 {x I x = 2n e n G IN } 

g) {x I x = 2n + 1 e n G IN } 

h) {x|x = 3n e n GIN} 

i) {x I x = 1 + 3n e n G IN } 

j) {x|x = 5 + 3n e n GIN} 

l) {x|x = 2 + 3n e n GIN} 

m) {x| x = 3 + 7n e n GIN } 

n) {x| x = 3 + 7n e n G IN e n<3} 

o) {x|x = 2 n e n G]N} 

p) {x|x = 3 n e n GIN*} 


q) A = {x | x G R e 
B = (x | x G R e 

r) A = (x | x G R e 
B = (x I x G R e 

s) A = {x | x G R e 
B = {x|x GR e 

t) A = {x I x GR e 
B = {x I x G R e 

u) A = (x I x G R e 
B = {x | x GR e 


-1 <x < 1 } 

- J <x< 2 } 

2 <x <5} 

3 < x < 5 } 
x < 2 } 

X >. 3 } 

2 < x < 5 } 

5 <x <7} 

-3 < x < \/T} 

-1 < x < VT} 


3) a) V 

e) F 

i) V 

n) V 

b) F 

f) v 

j) v 

0 ) F 

c) V 

g) F 

1) v 

P) F 

d) F 

h) V 

m) V 

q) V 


4) a) 3 {l, 2, x} com x 3 

b) { 2 , x} <p ( 2 , y, 10 } com x =A y 
C) { 1 , 3, 5} <t (l, 3, x, 7} com x 5 

d) -3 ou y 

e) C ou p 

0 p 


RESPOSTAS 


g) C ou p 

h) £ 


1) a) { 6 , 7, 8 , 9} 



b) 

(- 2 , - 1 , 0 , 1 , 2, 3, 4} 


c) 

{3} 


d) 

{ } ou 0 


e) 

{-5, 5 } 

i 

0 

{2, 3} 


g) 

{12, 15, 18, 21, 24} 


h) 

(5, 6 , 7, 8 } 

' 

i) 

(-3, -2, -1, 0} 

j) 

{-1, 0, 1, 2, 3, ... } 

■ 

1 ) 

{ .... - 2 , - 1 , 0 , 1 } 

fr 1 

m) {3} 

■ * 

• . 

n) 

{-4, 4} 


0 ) 

(0, 5, 10, 15, 20, } 


P) 

{0, 2, 4, 6 , 8 , } 

• 

*•* • 

q) 

(l, 3, 5, 7, 9, ... } 

i ' 

r) 

(3, 5, 7, 9, . . . } 


s) 

{5, 8 , 11, 14, 17, . . . } 


2) a) {x|x GIN e *>3} ou (xlxGIN e x>2} 
Obs.: x GIN ou x G Z 

b) {xlxGIN e 4<x<9}ou {xlxGIN e 3 <x<10} 
Obs.: x GIN ou x G Z 


i) e 

j) C ou p 


5) a) 

b) 

c) 

d) 

e) 

0 

g) 

h) 

i) 

j) 
1 ) 


-2 


1/2 


4/5 


2 3 
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m) 


O 

-1 


A U B -► 


6) a) {x I x GR e 2 < x < 5} 

b) {xlx GR e x > -1 } 

c) {xlx GR e y <x <5} 

d) {xlx GR e x > 0 } ou {xlx GRj} 

e) {x G R I x < 2 ou x>5} 

0 {x GRlx <-l ou x > 2 } 

g) {x GRl-1 <x < 1 ou 3<x<5} 

h) {x GRl-1 < x < 1 ou x > yfl } 


. _ o ■ • 

n) -2 1 

A H B -* » .0 

-1 1 

A U B — ■ ■ — 

o) -3 4 


7) a) A U B = {-3, -2, -1, 2, 3, 5, 6} 
A n B = {-1, 5} 

b) A U B = JN 
A n B = 0 

c) A U B = {-5, 2, 3, 4, 5, 6> 

A Pi B = {2} 

d) AU B = {-1, -y, 1} 

A Pi B = {-1} 

e) A U B = {-3, 2, -1, 0, l} 

A D B = {-2, -1, 0} 

f) A U B = B 

A n B = A 

g) A U B = R 

A n B = {o} 


A u B 

p) 

An b^ 


-*/~3 

&— 

S2 


V~3~ 

-o— 

V2 - 


q) A U B = {x GRl-1 < x < 2} 

ADB = {xGR|-y <x < l} 

r) A U B = A 
A PI B = B 

s) AUB = {x E R | x < 2 ou x > 3 } 

A n B = 0 


t) A U B = {x GR|2 < x < 7} 

A Pi B = {5} 

u) A U B = {x GRl-3 <x < \/J} 
A D B = {x GRl-1 <x < VT} 


h) 


0 


j) 


1) 


m) 


A U B -> 
A n b 

AUB-> 

AHB^ 


AUB-> 
A n b + 

A U B -> 
A n B -> 

A U B -► 

A n B 



-1 

3 


0 

2 

5" 


2 


-1 

"1 

-3 

2 

-2 


0 

1 

-2 


1 


SEQUENCIA B 

1) Dados os diagramas, assinale o que se pede em cada caso: 
a) (A n B) U C 



b) (A - B) O C 
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c, Cu <4U,) 



d)Q (A OB) 


2) Sendo A, B e C partes quaisquer de um conjunto universo 
U, verifique as seguintes propriedades usando diagramas: 

a) A U B = B U A 

b) (AUB) U C = A U (BUC) 

c) A U A = A 

d) A U 0 = A 

e) AUU = U 

f) A n B = B n A 

g) (AHB) DC = A D (B DC) 

h) A n A = A 

i) A Pi 0 = 0 

j) A n U = A 

l) AH (BUC) = (AHB) U (A DC) 

m) A U (BOC) = (AUB) H (AUC) 




•’Cu' 8 - 4 ’ 


0 Cu <4 - B ’ 



3) Use diagramas para verificar as propriedades abaixo, 
onde representamos por A o complementar do con- 
junto A em rela9ao ao conjunto universo U: 

a) A U A = U 

b) A O A = 0 

c) A = A 

d) AHB = A U B 

e) AUB = A n B 

4) Sendo U = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} e os conjuntos 
A, B e C dados por 

A = {x | x E U e x e divisor de 18 }- (l t <2, 3 y 6, 9} 

B = {x | x E U e xe multiplo de 2 }- jQ t ^ 4 Q f lO j 

C = {x|xEU e xe divisor de 12 }r^/ / 3 6J 

determine: 

a) k = {0,4,5,7,6,10} 

b) B = II, 3, 5,7.9} 

c) C = 1 0,5.7,8,9,10 } 

d) AUB ={5, 7} 

e) A Pi B =15,7} 

f) A n C =10,4,5,7,3,9, lO j 

g) A U C = f 0,4,5, 73, 9 , 10 j 

5) Determine o conjunto universo U, sabendo que: 

A = {4, 7, 10} B = {3, 4, 6, 10} 

A U B = {3, 5, 6, 7} 

AUB = AHB ={ 4, iOj 

lf= (AOS) U AUB *{3,4, 5, 6,7,10} 

6) Determine os conjuntos U, A e B, sabendo que: 

A = { 2, 5 l 9},_ B = {5, 6}, A H B = {8, 12 } 

A7)B= AUB - (4. ,5,6,9 } 

l/- An&UATTB - {2,5,6,8,9,1a} 

A = {6,8, 12} 

{4, 8, 9, 72} 


Produto Cartesiano 


Neste capi'tulo, pretende-se que o aluno esteja 
apto a: 

a) conceituar produto cartesiano. 

bj fazer representaqao de produto cartesiano. 


PAR ORDENADO 

26. Dois elementos a e b formam um par ordenado quando: 

(a, b) = (b, a) <=> a = b 

(a, b) = (c, d) <=> a = c e b = d 

Aplicando esse conceito, assinale as afirma?6es corretas: 

a. ( ) O par (3, 4) e igual ao par (4, 3). 

b. (x) 0 par (3, 4) e diferente do par (4, 3). 

c. (X) (3, 4) * (3, 8) 

d. (X) (3, 4) = (x, 4) <=> x = 3 

e. (X) (3, 4) = (3, y) «=> y = 4 

f. (.X) (3, 4) = (x, y) <=> x = 3 e y = 4 

g. ( ) (3, 4) = (6, 8) 


PRODUTO CARTESIANO 

27. Definite): chamaremos de produto cartesiano de dois conjuntos A e B ao conjunto de todos os pares ordenados 
onde o primeiro elemento de cada par e um elemento de A e o segundo elemento de cada par e um elemento de B. 

0 produto cartesiano de A por B e indicado por A X B, que se le A cartesiano B. 

Entao: 


A X B = {(x, y)lx 6 A e y G B} 
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28. Aplica<jao: 

19) Considerando os conjuntos A - {0, 1, 2} e B = {5, 6}, assinale as afirmasoes corretas: 


a. (X) Se 0 £ A e 5 GB. entao 

b. (X ) Se 0 G A e 6 GB, entao 

c. (X) Se IGA e 5 € B. entao 

d. (X) Se 1 G A e 6GB, entao 

e. ( ) Se 3 0 A e 5 € B, entao 

f. ( ) Se 2 G A e 8 0 B, entao 

g. ( ) Se 7 0 A e 1 0 B, entao 

h. ( ) Se 1 G A e 5 € B, entao 

i. (X) Se 1 G A e 6 GB, entao 

j. (X) Se 5 0 A e 0 0 B, entao 


(0, 5) G A X B. 
(0, 6) G A X B. 
(1, 5) G A X B. 
(1, 6) G A X B. 
(3, 5) G A X B. 
(2, 8) G A X B. 
(7, 1) G A X B. 
(5, 1) G A X B. 
(6, 1) 0 A X B. 
(5, 0) 0 A X B. 


1. (X) A X B = {(0, 5), (0, 6), (1, 5), (1, 6), (2, 5), (2, 6)} 


29) Dados os conjuntos C = {1, 3} e D = {2, 7. 8, 9}, complete de modo que as sentemjas sejam verdadeiras: 

a. (1, 2) ...e... C X D 

b. (1, 7) C X D 

c. (3, 8) C X D 

d. (2, 1) C X D 

e. (7, 3) C X D 

f. 9) G C X D x = 1 &cc oc = 3 

g. 9) 0 C X D &ncte. x ^ £ -e x ^ 3 

h. (..-Jr...., 2) G C X D <Gn.ak. cc - X Gee. x. = 3 

i. C X D = {(1, 2), (1,7.), (1, &.), (1, 9.), (3, *.), (3, . 7 ), (3, (3, 

j. D X C = {(2, i..), (2, .3.), (7, i..), (7, ;3J, (8, ij, (8, 3 J, (9, i .), (9, 3.)} 


39) Dados os conjuntos A = (3, 5, 6), B = {1, -4}, C = {0, 1, 3} e D = 0, complete: 

a) A X B = 

b) a x c = 

c) B X C = 1 

d) B X A = 

e) C X A = 

f) c X B = 

g) A X A 

h) A X D = 

i) B X D = ... 

j) A X B B X A 

1) A X C ...j£.. C X A 


REPRESENTAQAO GRAFICA DO PRODUTO CARTESIANO 

Quando A C R e B C R, o produto cartesiano A X B e um conjunto de pares ordenados de numeros reais 
e por isso usaremos o sistema cartesiano ortogonal para representar graficamente o produto cartesiano de A por B. 

Voce sabe que o sistema cartesiano ortogonal e composto por dois eixos perpendiculares e uma unidade de 
medida, onde sobre o eixo horizontal ou das abscissas serao representados os primeiros elementos dos pares ordenados 
e sobre o eixo vertical ou das ordenadas os segundos elementos dos pares ordenados. Esses eixos dividem o piano 

em quatro quadrantes. 
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29. Aplica 9 ao: 

19) Sejam os conjuntos A = {-1, 2, 3}, B = {-3, 2} e o produto cartesiano A X B = {(-1, -3), (-1, 2), 
(2, -3), (2, 2), (3, -3), (3, 2)}. 

Complete voce a representa 9 ao grafica de A X B: 



29) Observando o grafico anterior, assinale a resposta correta: 

a. (X ) Cada par ordenado de A X B ficou representado graficamente por um ponto. 

b. (X ) 0 par (3, 2) ficou representado por um ponto pertencente ao 19 quadrante. 

c. ( ) O par (2, 2) ficou representado por um ponto pertencente ao 29 quadrante. 

d. (X) Todos os pares ordenados representados por pontos do 19 quadrante tern abscissas positivas e 

ordenadas positivas. 

e. (X ) O par (-1, 2) ficou representado por um ponto pertencente ao 29 quadrante. 

f. ( ) O par (-1, 2) ficou representado por um ponto pertencente ao 39 quadrante. 

g. (X ) Todos os pares ordenados representados por pontos do 29 quadrante tern abscissas negativas e 

ordenadas positivas. 

h. (X ) O par (-1, -3) ficou representado por um ponto pertencente ao 39 quadrante. 

i. ( ) O par (-1, -3) ficou representado por um ponto pertencente ao 49 quadrante. 

j. (X ) Todos os pares ordenados representados por pontos do 39 quadrante tern abscissas negativas e 

ordenadas negativas. 

l. (X ) 0 par (2, -3) ficou representado por um ponto pertencente ao 49 quadrante. 

m. (X ) 0 par (3, -3) ficou representado por um ponto pertencente ao 49 quadrante. 

n. (X ) Todos os pares ordenados representados por pontos do 49 quadrante tern abscissas positivas e 

ordenadas negativas. 

39) Sejam os conjuntos A = {x GJRI2 < x < 5};B ={3} e o produto cartesiano A X B = {(x, 3) lx GR 
e 2<x< 5}. 

Observe que o conjunto A X B foi escrito por meio de uma propriedade, pois toma-se impossivel escreve-lo 
designando os seus elementos, uma vez que teremos infinitos pares (x, 3) porque x assume todos os valores reais 
entre 2 e 5, inclusive 2 e 5. 
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0 grafico de A X B e: 



k y * 



A- 
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i 

4,1 ! 
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-1 
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1 1 M 

3 4 

5 6 x 

-1- 





Assinale entao as afirma^oes corretas: 

a. (x) Se 2 G A e 3 GB, entao (2, 3) G A X B. 

b. ( ) Se 3 G A e 2 $ B, entao (3, 2) G A X B. 

c. (x) Se 2,5 G A e 3 G B, entao (2,5, 3) G A X B. 

d. (x) Se 2,8 G A e 3 GB, entao (2,8, 3) G A X B. 

e. ( ) Se 3,1 G A e 3 GB, entao (3,1, 3) G A X B. 

f. (x) Se 3,5 G A e 3 GB, entao (3,5, 3) G A X B. 

g. (X) O primeiro elemento de todos os pares ordenados de A X B e um numero real que e maior ou 

igual a 2 e menor ou igual a 5. 

h. ( ) O segundo elemento de todos os pares AX Be diferente de 3. 

i. (\) Na representa 9 ao cartesiana, todos os pares de A X B serao representados por pontos que tern 

ordenada igual a 3. 

j. ( ) No piano cartesiano, o grafico de A X B esta contido numa reta paralela ao eixo das abscissas. 

l. ( ) A representa 9 ao grafica de A X B e uma reta. 

m. ( ) A representa 9 ao grafica de A X B e um segmento de reta. 


49) Sejam os conjuntos A = {xG]R|2<x<5}, B = {yG]R|l<y<3}eo produto cartesiano 
A X B = {(x, y)| 2 < x < 5 e 1 < y < 3}. 

A representa 9 §o cartesiana de A X B e uma superficie retangular como indica a figura: 


0 4^ U1 

1 L 1 — 

lV 



0 

2 - 

1 _ 


. 


i 




i i 

-2 -1 

-1 - 

o i : 

i i 

2 3 4! 

5 6 x 
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59) Sejam os conjuntos A = {x GR|2' < x < 5], B = {y G 1R| 1 < y < 3}e o produto cartesiano 

A X B = {(x, y)| 2 < x < 5 e 1 < y < 3}. 

A representa^ao cartesiana de A X B e uma superficie retangular como indica a figura: 



EXERCICIOS 


SEQUfiNCIA A 


1) Complete as sentensas de modo que se tornem verdadeiras: 

a) O ponto que representa o par (2, 3) E quadrante. 

b) O ponto que representa o par (-3, 4) G..«2® #>> quadrante. 

c) O ponto que representa o par (-2, -1) E quadrante. 

d) O ponto que representa o par (2, -5) E .4°.. quadrante. 

e) O ponto que representa o par -5) quadrante. 

0 O ponto que representa o par (-2, -3,2) G # 3 

quadrante. 

g) O ponto que representa o par (2, 0) pertence ao eixo 

da* ...Qjfa&k&QA. • 

h) O ponto que representa o par (- j , 0) pertence ao eixo 

das • 

i) O ponto que representa o par (0, 3) pertence ao eixo 

das • 

j) O ponto que representa o par (0, -5) pertence ao eixo 

das ...<s Kokaaaiati • 

l) Todos os pares que tem ordenada igual a zero sao 
representados por pontos que pertencem ao eixo das 

O&Z&USk&ZA. • 

m) Todos os pares que tem abscissa igual a zero sao re- 
presentados por pontos que pertencem ao eixo das 

• 

2) Escreva o produto cartesiano A X B e represente-o no 

piano cartesiano: 

a) A = {1, 2, 3} 

B = {3, 4} 

b) A = {-2, -1, 2} 

B = {-1, 2} 


C) 

A 

= {-2, 3. 4, 5 } 


B 

= {-1} 

d) 

A 

= {-1, 0, 2} 


B 

= {0} 

e) 

A 

= {0} 


B 

= {-2, -1, 0, 3} 

0 

A 

= {x eiR|-2 <x < 1} 


B 

= {4} 

g) 

A 

= {3} 


B 

= {y GR|l <y <4} 

h) 

A 

= {x GR|l <x < 3} 


B 

= {yGR|2 <y <5} 

i) 

A 

= {x GRl-1 < x < 2} 


B 

= {x GRlO <y < 3} 

j) 

A 

= {x GR|2 <x <4} 


B 

= {y eRll <y <3} 

1) 

A 

= {x I x GR} = R 


B 

= {2} 

m] 

1 A 

= {3} 


B 

= R 

n) 

A 

= {x|x GR x > -2} 


B 

= {yly GR y >-2} 

o) 

A 

= {x GRlx > 1} 


B 

= {y GRll <y <3} 

P) 

A 

= {xGR|l<x<4} 


B 

= {y GRly > 3} 
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RESPOSTAS 


2) a) A x B = {(1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 3), (3, 4)} 



f - 

1 

1 

1 

3- 

f ~2 

1- 

|V 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

3 -2! -1 

►- 1 - 

-2- 

01 !2 3 x 

4 


0 A x B = {(x, 4)1 x GR e -2<x<l} 



y 

r 4 

T 

1 

3- 

1 

1 

2 

1 

1 

1 

1- 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 _ 

-3 -2 -1 

0 12 x 

-1- 



g) A x B = {(3, y)ly e!R e l<y<4} 




d) A x B = {(-1, 0), (0, 0), (2, 0)} 


2 

1- 

y 

-2 -1 

0 12 3 

X 

-1- 



-2 




e) A x B = {(0, -2), (0, -1), (0, 0), (0, 3)} 


h) A x B = {(x, y)| x £R, y G1R, 1 <x <3 e 2 <y <5> 

||V 



1- 


1 1 1 1 i 1 1 

-1 0 1 2 3 4 x 

i) A X B = {(x, y)|xGR, y GR, -1 <x<2 e 0<y < 3 } 



j) A x B = {(x, y)|x ER, y GR, 2 <x <4 e 1 < y < 3} 




ilV 


4- 

3- 

2 - 

1- 


-1 0 1 
- 1 - 



2 3 4 


1 r 

5 
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1) A x B = {(x, 2)| x ER} 

iiv 


-I 1 — 

-1 


- 1 - 


1 1 1 1 1 r~ 

0 12 3 4 


m) A x B = {(3. y) I y GR} 


i 

3- 

2- 

1- 

|V 


r i 

-1 

-1- 

0 12 3 

i — ^ 

4 x 


n) A x B = {(x, y)|x GR. y €ER, x > -2 e y > -2} 


-3 


2- 

1- 


Q 

o 

NJ- 

- 


o) A x B = {(x, y)|x GR, y GR. x > 1 e 1 < y < 3} 


-1 1 

-1 


-1 - 


! — 


1 1 1 1 r ~ 

0 12 3 4 


P) 


A x B = {(x, y)| x GR, y € R, 1 < x < 4 e y > 3} 


—I 1 

-1 


-1 


1 1 1 1 1 r 

0 1 2 3 4 5 


SEQUENCIA B 


1) Dados os conjuntos A = {-2, 0, 1, 3}; B = {-1, 0, 3, 5}; 

C = {-2, 1,3}, fa?a a representasao grafica de: 

a) A x B 

b) A X C 

c) C X A 

d) A X A 

e) (A OB) X C *f(6r*)j(Ql), (O t 3)/3r2)/3,i),(3,3)} 

0 c X (B 00,^3/ (I, 3) y (3, 3)} 

g) (BOC) X(BUA )-~/(3^)/3 r l)j3^0J/3^)/3 3)X3 J 5)^ 

h) (B-C) x [ 


e) (AUC) x C = {(jc,yj/-Kx. : ^ 4- <y^ZLJ 

f) a x (B c\Q)=((z:,y)/l^3c^4 *rl <y-^ 2} 

g) (AUB) X(BU C)=j(cc J yj/-3<:3c<^4- *-3<y<3} 

h) (a nc) x b zft x*,y)/i 3 j 

i) a x (a n o 
... f r\ \ 

c) x a -f(x.,y)/(-3 <xt *<x <3j -e 

4<y<4-} 



B 


JA c (5,0)} 

2) Dados os conjuntos A = {x I x E R e 1 < x < 4 } 


B = {x I x E R e -3 <x < 3} 
C={x|xER e -1 < x < 2 } 


3) Faga o grafico cartesiano de: 

a) R+ XR + 

b) R_ XR_ 

c) R_ XR + 

d) R + x R _ 

e) R xr 


faga o grafico cartesiano de: 

a) A X B 

b) A xc 

c) B x A 

d) (AflB) x C = {(x.,y)\ ^<3 -z =2 j 


0 


C A x A, onde A = {x |x G R e -1 ^x <3; 
R XR 


QlR x/Z A * A ft X ‘ - £>6 u ' :C ^3)sl (y^-'feu, 3f 



' 
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Relacoes 

Neste capftulo, pretende-se que o aluno esteja 
apto a: 

a) conceituar re/agao. 

b) representar graficamente as relagdes no piano 

cartesiano. 

c) identificar o conjunto dommio e conjunto ima- 
gem de uma relagao. 


RELAQAO 

30. Defini^ao : dados dois conjuntos A e B, chama-se rela^ao de A em B a qualquer subconjunto do produto 
cartesiano A X B. 

R e rela^ao deAemB<=>RCAXB 


31. Aplica$ao: 

19) Sejam os conjuntos A = {1, 3, 4), B = {0, 2, 4, 6, 8} e seja R o conjunto dos pares (x, y) do produto 
cartesiano A X B tais que y e o dobro de x, isto e, R = {(x, y) £ A X Bly = 2x}. 

Sabendo que o produto cartesiano A X B = {(1, 0), (1, 2), (1, 4), (1, 6), (1, 8), (3, 0), (3, 2), (3, 4), 
(3, 6), (3, 8), (4, 0), (4, 2), (4, 4), (4, 6), (4, 8)}, assinale as afirmafoes corretas: 

a. ( ) (3, 6) £ A X B 

b. ( ) Em (3, 6), o segundo elemento e o dobro do primeiro elemento. 

c. ( ) (3, 6) £ R 

d. ( ) (1, 4) £ A X B 

e. ( ) Em (1, 4), o segundo elemento e o dobro do primeiro elemento. 

f. ( ) (1, 4) £ R 

g. ( ) (4, 2) £ A X B 

h. ( ) Em (4, 2), o segundo elemento e o dobro do primeiro elemento. 

i. ( 0 (4, 2) $ R 

j- ( ) (1, 2) £ R 

l. ( ) R = {(1, 2), (3, 6), (4, 8)} 

m. ( ) R C A X B 
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n. ( X) R 6 uma relasao de A em B. 

o. ( ) R nao 6 uma rela£ao de A em B. 

p. ( x) Na relate) R, cada elemento x de A foi associado ao elemento y de B, que e o dobro de x. 

q. ( X) R = {(x, y) e A X Bl y = 2x} 

r. ( X) 0 grafico cartesiano de A X B e de R 6 : 



Observasao: Como em R cada elemento x de A foi associado ao elemento y de B, que e o dobro de x, 
podemos representar essa associado pelo seguinte esquema de flechas: 



29) Sejam os conjuntos A = {-2, 3, 4} e B = {-1, 0, 4, 5). 

1 - Escreva o conjunto A X B: 

A X B = 



2 — Escreva o conjunto R tal que R = {(x, y)G A X B|y = x + 1}: 

R = {(-2, -1), ( ... 5 ... , ), ( )} 


3 - Fa$a o grafico cartesiano de A X B: 



4 — No grafico anterior, fa$a a representa^ao de R em outra cor. 

5 — Represente R por um esquema de flechas: 




39) Sejam os conjuntos A = {1, 3, 5} e B = {-2, 1, 2, 3}. 

1 — Escreva o conjunto A X B: 

a x b = 

; 

2 — Escreva o conjunto R tal que R = {(x, y) G A X B|y = x - 3}: 

R = {(1, (5, 
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3 


— Fa$a o grafico cartesiano de A X B: 



4 

5 


6 


No grafico anterior, fa$a a representa^ao de R em outra cor. 
Represente R por um esquema de flechas: 


R e uma d e A em 


A B 



49) Sejam os conjuntos A = {x GRI 1 < x < 5} 

B = {y ER|2 < y < 7}. 
1 — Fa 9 a o grafico cartesiano de A X B: 


e 



2 - No grafico anterior, fa 9 a a representa 9 §o da rela 9 ao 
R = {(x, y) G A X B | y = 2x)} 
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. . ** ■ 

DOMINIO E IMAGEM DE UMA RELAQAO 

32. Definifao: sejam os conjuntos A e B e seja R uma rela 5 ao de A em B. 

Chama-se domimo de R o conjunto D de todos os primeiros elementos dos pares ordenados pertencentes a R. 

Chama-se imagem de R o conjunto Im de todos os segundos elementos dos pares ordenados pertencentes a R. 
Observe que D C A e Im C B. 

33. Aplicagao: 

19) Seja A = {1, 3, 5, 9}, B = {0, 2, 3, 4, 8} e R a relagao de A em B tal que R = {(x, y) E A X BIx < y}. 

1 - Escreva o conjunto R: 

R = 

2 — Escreva o conjunto domrnio de R, tomando os primeiros elementos dos pares de R: 

D = 

3 - Escreva o conjunto imagem de R, tomando os segundos elementos dos pares de R: 

Im = /&&.£.&/. 

4 — D A, isto e, De subconjunto de . 

5 — Im ..Q..... B, isto 6, Im 6 subconjunto de _3 

29) Sejam os conjuntos A = {x G R| 2 < x < 5 }, B = {y e Rl 3 < y < 6} e R = {(x, y) € A X Bly =2x}. 
1 - Faga o grafico cartesiano de A X B: 



4 


2 Faga no grafico anterior a representagao cartesiana de R. 

3 - Como o domimo de Re o conjunto de todos os primeiros elementos dos pares de R, D tera como 

elementos todas as abscissas dos pontos que represen tarn os pares de R, isto e, todos os x tais que 

< x < 
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4 - Como a imagem de Re o conjunto de todos os segundos elementos dos pares de R, Im tera como 

elementos todas as ordenadas dos pontos que representam os pares de R, isto e, todos os y tais que 

< y < • 

5 — Observe no grafico abaixo o que se afirmou nos itens 39 e 49: 



e D = {x E A I ST..;?. } 

Im = {y 6 Bl ..f.S.XS.A ) 


39) Sejam os conjuntos A = {x6 1RI2 < x < 4}, B = {y G R|y > 2} e R = {(x, y) G A X B| y = x - 1}. 
1 - Fa$a o grafico cartesiano de A X B: 



2 - No grafico anterior, fa$a a representai^ao cartesiana de R e assinale o dominio e a imagem dessa rela^o. 

3 - D = 

Im = 


RELAQAO INVERSA 

34. Dados os conjuntos A, B e uma rela^ao R de A em B, chama-se rela£ao inversa de R ao conjunto R' 1 da 
forma: 

R" 1 = {(y, x) G B X A I (x, y) G R} 

Assim, sendo A = {-2, 0, 1, 3, 5), B = {1, 2, 3} e R = {(x, y) G A X B|x > y) 
vem: R~‘ = {(y, x) G B X A I (x, y) G R} 

Como R = {(3, 1), (3, 2), (5, 1), (5, 2), (5, 3)}, entao R" 1 sera: 

R- 1 = {(1, 3), (2, 3), (1, 5), (2, 5), (3, 5)} 
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EXERCfCIOS 


RESPOSTAS 


1 


SEQUENCIA A 

1) Dados os conjuntos A = {l, 2, 3, 4} e B = {3, 4, 5, 6}: 

19) Escreva as redoes abaixo, designando cada um de seus 
elementos. 

29) Escreva o dominio e a imagem de cada rela9ao. 

39) Represente graficamente a rela9ao no piano cartesiano. 

a) Ri = {(x, y) G A x B|x e a metade de y} 

b) R 2 = {(x, y) G A X B|x e divisor de y } 

c) R 3 = {(x, y) G A x Bly = x + 2} 

d) R 4 = {(x, y) G A x Bly = 4} 

e) R s = {(x, y) G A x Blx > y} 

2) Dado o conjunto A = {-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4}: 

19) Escreva as redoes abaixo, designando cada um de seus 
elementos. 

29) Escreva o dominio e a imagem de cada rela9ao. 

39) Represente graficamente a rela9ao no piano cartesiano. 

a) Ri = {(x, y)GAXA|y = x + 3} 

b) R 2 = {(x, y) G A x A|y = x 2 } 

c) R 3 = {(x, y) G A x A|y = |x|} 

d) R 4 = {(x, y) G A x Alx = y 2 } 

3) Dado A = R, pede-se: 

19) O grafico de cada uma das redoes abaixo. 

29) O dominio e a imagem de cada uma das redoes. 

a) R! = {(x, y)GRxR| y = x + l) 

b) R 2 = {(x, y) GR xR| y = x } 

c) R 3 = {(x, y)61RXR|y = -x} 

d) R 4 = {(x, y) GR xR|y = 2x + 3} 

4) Dados A = {x |x 6 Z e -3<x<4}ea rela$ao 

R = {(x, y) G A x A|y = x 2 }: 

19) Escreva a rela9ao R designando cada um dos seus ele- 
mentos. 

29) Fa9a o grafico de R no piano cartesiano. 

39) Escreva o dominio e a imagem da rela9ao. 

5) Dados A = {x |x G ]R e -3 ^ x ^ 4} e rela9ao 

R = {(x, y) GA X Aly = x 2 }: 

19) Fa9a o grafico cartesiano de A x A. 

29) Represente R no grafico anterior. 

39) Escreva o dominio e a imagem da rela9ao R. 

6) Dados A = R e a rela9ao R = {(x, y) GR x R I y = x 2 }: 

19) Fa9a o grafico cartesiano da rela9ao R. 

29) Escreva o dominio e a imagem da rela9ao R. 
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1) a) R, = {(2, 4), (3, 6)} 

D ={2, 3} 

Im = {4, 6} 

b) R 2 = {(1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6), (2, 4), (2, 6), (3, 3), 

(3, 6), (4, 4)} 

D = {l, 2, 3} 

Im = {3, 4. 5, 6} 

c) R 3 = {(1, 3), (2, 4), (3, 5), (4, 6)} 

D = {l, 2, 3, 4} 

Im = {3, 4. 5, 6} 

d) R 4 = {(1, 4), (2, 4), (3, 4), (4, 4)} 

D = {l, 2, 3, 4} 

Im = {4} 

e) R S = {(3, 3), (4, 3), (4, 4)} 

D = {(3, 4)} 

Im = {(3, 4)} 


2) a) R! = {(-3, 0), (-2, 1), (-1, 2), (0, 3), (1, 4)} 
D = {-3, -2, -1, 0, 1} 

Im = {0, 1, 2, 3, 4} 


b) R 2 = {(-2, 4), (-1, 1), (0, 0), (1, 1), (2, 4)} 

D = {-2, -1, 0, 1, 2} 

Im = {0, 1, 4} 

c) R 3 = {(-3, 3), (-2, 2), (-1, 1), (0, 0), (1, 1), (2, 2), 

(3, 3), (4, 4)} 

D = {-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4} 

Im = {0, 1, 2, 3, 4} 


d) R 4 = {(4, -2), (4, 2), (1, -1), (1, 1), (0, 0)} 
D = {4, 1, 0} 

Im = {-2, -1, 0, 1, 2} 



D = R 
Im = R 



D = R 
Im = R 




n 






4) R = {(-2, 4), (-1, 1), (0, 0), (1, 1), (2, 4)} 



D = {-2, -1, 0, 1, 2} 
Im = {0, 1, 4} 



D = {x I x £R -2 < x < 2} 
Im = (x I x G R 0 < x < 4 } 



D = R 
Im = R+ 


. 


SEQUfiNCIA B 





1) Dado o conjunto A = {-3, - 2 , -1, 0, 1, 2, 3} pede-se: 

19) Escrever as redoes abaixo, designando cada um de seus 
elementos. 

29) Representar graficamente a rela^ao no piano caitesiano. 
39) Escrever o dominio e a imagem da rela^ao. 

a) R = {(x, y) G A x A| lx + yl =4} 

= {(-3, ~i) > (-2,-2) > (~i i ~3) ) (~£j ~3) , (1 ) 3);(3>J)j 
D={-3,~2,-l,i ,3} -e Tm.* {-3,-2,-£,£ ,3} 

b) R = {(x, y) € A x A| Ixl + y = 3} 

= {(- 3 , 0 ), (-a., l), (-1, a), (0,3), d,a), 
(a.,£), (3,o)j 

D-/-3, -o2 ,-£,0, £,2, 3} * lm.= {0,1, a, 3} 

C) R = {(X, y) €A X Allx - y| = 0} 

={(-3,-3), (-a,- a.), (-£,-£), (o ,oj,(£, £) 

(a, a) , (3, 3)} 

Dr {-3 , -a ,-£, 0,£,a,3{ * Im {-3, -2,-£, O / 2 , 3} 

2) Fa$a o grafico cartesiano da relagao: 

a) R = {(x, y) G A x A|y = |x|}, onde 
A = {*|x £Z e -3<x<4} 

b) R = {(x, y) e A x A|y = |x|}, onde 
A = {x|x GR e -3<x<4} 

c) R = {(x, y) GR xR|y = |x|} 



3) Fa?a o grafico cartesiano das rela?6es: 

a) R = {(x, y) G A x A| y > x, onde 
A = {x | x E Z e -3 < x < 3 } 

b) R = {(x, y) E A x A|y >x, onde 
A = {x I x E R e -3 < x < 3 } 

c) R = {(x, y) ER xR|y > x} 







4) Fa?a o grafico cartesiano das relates: 

a) R = {(x, y) GR xR|y = 2x + l} 

b) R = {(x, y) 6R x]R|y > 2x + l} 


c) R = {(x, y)SKx]R|y<2x + l} 



5) Faga o grafico cartesiano das rela$oes: 

a) R = {(x, y) GR xR|y >- x + 3} 

b) R = {(x, y) GR XR|y < 2x} 

c) R = {(x, y) GR XR|y > -x + 3 e y < 2x} 
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Funcoes 


Neste capitulo, pretende-se que o aluno esteja 
apto a: 

a) conceituar funcoes. 

b) analisar funcoes. 

c) determinar o conjunto domfnio e o conjunto 
imagem de uma funcao. 


FUNQAO 

35. Defini^o: sejam dois conjuntos A e B. Uma rela?ao R de A em B e chamada de aplica 9 ao ou funcao de 
A em B quando: 

19) qualquer que seja x G A, existe y G B tal que (x, y) G R. 

29) para cada x G A, existe um so elemento y G B, tal que (x, y) G R. 

Observe que pela 1? cond^ao, todos os x G A tern imagem y em B e pela 2? condigao, cada x G A tern 
uma unica imagem y em B. 

Entao, se (x, y) G R, y e a imagem de x pela relagao R. Indicaremos esse fato por: 
y = R(x), que por abuso de linguagem, se diz a funcao y = R(x), em vez de a funsao R. 

Tambem por comodidade, costuma-se representar a fun 9 ao por f em vez de R. 

Assim temos: 

y = f(x) que se le: ye fun 9 ao de x. 

Para melhor visualizar as cond^oes da defin^ao faremos os seguintes esquemas de flechas entre os conjuntos 
Ae B: 



Todos os elementos de A tern imagem em B 
Cada elemento de A tern uma unica imagem em B 


f e funsao 
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Existe elemento de A que nao tem imagem em B => f nao e fun 9 ao 



Existe elemento de A que tem duas imagens em B => f nao e fun^o 


Portanto, quando uma rela^ao de A em B e fun 9 ao, o seu dominio e o proprio conjunto A. 

Entao dizemos que f e aplica 9 §o ou fun 9 ao de A em B se f for uma rela 9 ao de A em B tal que todo 
elemento do conjunto A tem imagem, e somente uma, no conjunto B. 

Indicaremos a fun 9 ao f pela nota 9 ao f: A B 

x i-> y = f(x) 

onde y = f(x) representa a propriedade caracteristica da fun 9 ao feyeo valor da fun 9 ao para o x considerado. 


36. Aplica 9 ao: 

19) Sejam os conjuntos A = {2, 4, 5} e B = {1, 3, 5, 7} e R = {(2, 3), (4, 1), (5, 5)} 


Assinale entao as aflrma 9 oes corretas: 


a. (X ) 

b. (X ) 

c- ( ) 
d. (X) 

e- ( ) 
f- (X) 
g- (X ) 
h. (x) 
i- ( ) 
j- (X) 

l. (X) 

m. (X) 


A X B = {(2, 1), (2, 3), (2, 5), (2, 7), (4, 1), (4, 3), (4, 5), (4, 7), (5, 1), (5, 3), (5, 5), (5, 7)} 
R C A X B 


R nao e uma rela 9 ao de A em B. 

R e uma rela 9 ao de A em B. 

D(R) = {2, 5} 

D(R) = { 2 , 4, 5} 

D(R) = A 
(2, 3)6R 
(4, 1) $ R 
(5, 5) S R 

Todo elemento de A tem imagem em B. 

Cada elemento de A tem uma unica imagem em B. 
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n. ( \ ) R e uma fungao de A em B. 

o. ( ) R nao e uma funsao de A em B. 




29) Sejam os conjuntos A = {1, 3} e B = {0, 2, 4, 6} e R - {(x, y) £ A X Bly 2x}. 
Assinale entao as afirma 9 oes corretas: 

a. ()0 A X B = {(1, 0), (1, 2), (1, 4), (1, 6), (3, 0), (3, 2), (3, 4), (3, 6)} 

b. ( ) R = {(1, 2), (1, 4), (3, 6)} 

c. (X) R = {(1» 2), (3, 6)} 

d. ( X) R C A X B 

e. ( X) Re uma rela^o de A em B. 

f . ( ) R nao e uma rela 9 ao de A em B. 

g. (X) D(R) = {1, 3} 

h. ( ) D(R) * A 

i. (X) (1, 2)G R 

j. (X) (3, 6)G R 

l. (X) Todo elemento de A tem imagem em B. 

m. ( X) Cada elemento de A tem uma unica imagem em B. 

n. ( X) Re uma fun$ao de A em B. 

o. ( ) R nao e uma fun 9 §o de A em B. 

p. ( X) 0 esquema de flechas que representa R 6 : 



39) Sejam os conjuntos A = {-1, 2} e B = {2, 5, 7} e R - {(x, y) G A X Bl x < y) 
Assinale as afirma^oes corretas: 

a. (X) AXB = {(-1, 2), (-1, 5), (-1, 7), (2, 2), (2, 5), (2, 7)} 

b . ( X) R = {(-1, 2), (-1, 5), (-1, 7), (2, 5), (2, 7)} 

c. ( X) R C A X B 

d. ( ) R nao e uma rela 9 ao de A em B. 

e. ( X) Re uma rela 9 ao de A em B. 


-mil 
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f. ( ) D(R)*{-1, 2} 

g. (K) D(R) = A 

h. (X ) o esquema de flechas que representa R e: 





i. (X) 

j. ( ) 

l. (X) 

m. ( ) 


Todo elemento de A tem imagem em B. 

Cada elemento de A tem uma unica imagem em B. 
R nao e uma fun£ao de A em B. 

R e uma fun 9 ao de A em B. 


49) Sejam os conjuntos A = {2, 5} e B = {1, 2, 4, 7} e R = {(x, y) G A X B|y = x + 2}.Verifique se 
R e ou nao uma fun 9 ao de A em B. 

Para isso complete: 

a) A X B = (5, 7)1 

b) R = ja,£h..(5>..Zlj. 

c) R ...£r.„. A X B 

^ f 2 G A e a imagem de 2 e _ e B. 

[5 € A e a imagem de 5 6 € B. 

^[2 tem uma unica imagem em B, que e . 

[5 tem imagem em B, que e .Z...... • 

f) 0 esquema de flechas e: 



g) Portanto, R de A em B. 


59) Sejam os conjuntos A = {1, 4, 7} e B = {2, 3, 12, 15} e R = {(x, y) G A X Bly = 3x}. Verifique 
se Re ou nao uma fun 9 ao de A em B. 

Para isso complete: 

a) A X B = 

b) R = ( ^7zW/ 

c ) R a X B yJ 

"1 E A e a imagem de 1 6 # 3 e B. 

dn4EAea imagem de 4 e A2 e 5 . 

J7 E A imagem em . 

e) Existe elemento de A que imagem em B; portanto nao podemos aflrmar que cada 

elemento de A tem uma unica imagem em B. 


f) 0 esquema de flechas e: 



g) R fun 9 §o de A em B. 


69) Sejam os conjuntos A = {-2, -1, 0, 2} e B = {0, 1, 2, 3, 4} e R - {(x, y) E A X Bly - x 2 }. 
Verifique se R 6 ou nao uma funsao de A em B. 

Para isso complete: 

a) A X B = 



b) r = 

c) R A X B 

r -2 E A e a imagem de -2 e ...x.... e R- 
-1 E A e a imagem de -1 e E ..<3.... . 

0 E A e a imagem de 0 e 

2 E A e a imagem de 2 e • 

"-2 tern uma unica imagem em B, que e . 

-1 tem .jak imagem em B, que e 

0 tem . &7%. . C?. • 

^2 tem * 

f) 0 esquema de flechas e: 


d K 


e ) 



, Exercicios a resolver: itens 1 a 8, pags. 50 a 52 

i is ' - . 1 


DOMINI O E IMAGEM DE UMA FUNQAO 

37. Considere uma fun?ao f de A em B. Observe que pela defini?ao de fun?ao, o dominio de f 6 o conjunto A, 
pois para todo x G A existe uma unica imagem f(x) G B. 



. 

38. 0 conjunto Im dos elementos y G B para os quais existe x G A tais que (x, y) G f e chamado imagem da 
fungao f e portanto Im C B. 

39. Aplicagao: 

19) Seja f a fungao representada pelo esquema de flechas: 


A B 



Assinale entao as afirmagoes corretas: 

a. (X) Todo elemento x G A tem imagem em B. 

b. ( ) Cada elemento x G A tem uma unica imagem em B. 

c. (X) (-2, 5) G f 

d. ( ) (-2, 7) G f 

e. ( ) (-2, 10) G f 

f. (X ) (0, 7) G f 

g. ( ) (0, 8) G f 

h. ( ) (0, 11) G f 

i. (X) (2, 7) G f 

j. (X) (3, 8) G f 

l. (X) f = {(-2, 5), (0, 7), (2, 7), (3, 8)} 

m. (X) D(f) = {-2, 0, 2, 3} = A 

n. (X ) Im(f) = {5, 7, 8} C B 

29) Seja f a fungao representada pelo grafico: 



Assinale entao as afirmagoes corretas: 

a. ( ) Todos os pontos pertencentes ao grafico tem abscissas maiores que 3. 

b ( ) Todos os pontos do grafico tem abscissas menores que zero. 

c. ( \ ) Todos os pontos do grafico tem abscissas maiores ou igual a zero e menores ou igual a 3. 

d. (X) Todos os pontos do grafico tem abscissas x tais que 0 < x < 3. 

e. ( , ) Domi'nio de f e o conjunto dos x que sao abscissas dos pontos do grafico. 

f. (X) D(f) = {xlx GR e 0 < x < 3} 

g. ( ) Todos os pontos pertencentes ao grafico tem ordenadas maiores que 5. 

h. ( ) Todos os pontos do grafico tem ordenadas menores que 1. 


42 


i. (X) Todos os pontos do grafico tern ordenadas maiores ou igual a 1 e menores ou igual a 5. 

j. (X) Todos os pontos do grafico tern ordenadas y tais que 1 < y < 5. 

l. ( X ) Imagem de f e o conjunto dos y que sao ordenadas dos pontos do grafico. 

m. (X) lm(0 = {yly e ]R e 1 < y < 5} 


39) Seja f a relagao representada pela equagao y = VIT. 


Assinale 

a- (*) 

b. (X') 

c. (X) 

d. ( ) 

e. (X) 

f. ( ) 

g. (X) 

h. (X) 
i- ( ) 
j. (X) 
1 . ( ) 
m.(X) 
n- ( ) 
o. (X) 

P- ( ) 

q- (X) 


entao as afirmasoes corretas: 

Para x = 4 E R, y = f(4) = V4~= 2 € R 
Para x=JeR,y = f(^) = Jj = y6R 
Para x = 3 E R, y = f(3) = VT E R 

Para x = -4 E R, y = f(-4) = V-4 E R 

Para x = 0 E R, y = f (0) = Vo = 0 E R 

Para x = -9 E R, y = f(-9) = \^9 E R 

Todo numero positivo e o zero tern imagem y E R. 
Y x E R, x > 0 tern imagem y E R. 

Todo numero negativo tern imagem y E R. 

Todo numero negativo nao tern imagem em R. 

D(f) = R 

D(0 = R+ = {x| x E R e x > 0} 

Im(f) = R 
lm(0 =R + CR 
f e uma fun 9 ao de R em R. 
f e uma funsao de R + em R. 



FUNQAO SOBREJETORA, FUNQAO INJETORA E FUNQAO BIJETORA 

Neste topico nos limitaremos apenas a conceituar esses tipos de fungoes, que nos serao uteis mais adiante 
para definir novos conceitos. 

40. Fun 9 ao sobrejetora: seja uma fun 9 ao f: A B 

x h- y = f(x) 

f e sobrejetora se e somente se o conjunto imagem de f for o proprio conjunto B. 

Ou seja: 

f e sobrejetora <=> Im(f) = B 


Exemplos: 

19) Seja a fun^ao f dada pelo esquema de flechas: 



D(0 = A e Im(f) = B 
f e sobrejetora 





dada pelo grafico: 


29) Seja a funpao f: R -> R + 

x m- y = f(x) 

iv 

y = f(x) 

D(f) = ]R e Im (f) = R + 
f e sobrejetora 


X 

41. Fun^ao injetora: seja uma funijao f: A -*• B 

x i-> y = f(x) 

f e injetora se e somente se a elementos distintos de A correspondent elementos distintos de B. 
Ou seja: 




Exemplos: 

19) Seja a fun^ao f dada pelo esquema de flechas: 



29) Seja a fun^ao f: ]R -> ]R dada pelo grafico: 

x k y = f(x) 



¥x, €R e Yx 2 6R, se x, # x 2 ; entao f(x,) i= f(x 2 ) 
f e injetora 
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B 





42. Fun?ao bijetora: seja uma fun?ao f: A -*■ B 

x h- y = f(x) 

f 6 bijetora se e somente se f e sobrejetora e injetora. 

Ou seja: 

f Im(f) = B 

f bijetora <=* V xj G A, Vx 2 G A, x, * x 2 =*> f(x,) ^ f(x 2 ) 


Exemplos: 

19) Seja a funsao f dada pelo esquema de flechas: 



f e bijetora 


29) Seja a fun 9 ao f: R -► R dada pelo grafico: 

x y = f(x) 


/ 



f e bijetora 


FUNQAO INVERSA 

43. Definieao: se f e uma fui^ao bijetora de A em B, entao a rela^o inversa de f 6 uma fun$ao de B em A 
que e chamada fun9§o inversa de f e e indicada por f' 1 . 

Observe que sendo f uma fun 9 ao bijetora de A em B, f" 1 e uma fun 9 §o, pois qualquer que seja y G B, 
existe urn unico x E A tal que o par (y, x) E f" 1 . Pelo esquema de flechas temos: 



D(f) = A e Im(f) = B D(f _1 ) = B e Im(f _1 ) = A 
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44. Aplicasao: 

Sendo A = {-1, 2, 4}, B = {-2, 4, 8} e f: A -+ B assinale as afirma 9 oes corretas 

x y = 2x 

a- ( X) f = {(-1, -2), (2, 4), (4, 8)} 

b. ( ) f e representada pelo esquema de flechas: 



c. (X) f e representada pelo esquema de flechas: 



f. (X) Im(f) = {-2, 4, 8} = B 

g. ( ) f nao e uma fun 9 ao bijetora de A em B. 

h. (X) f e uma fun 9 ao bijetora de A em B. 

i. ( X) f 1 = {(-2, -1), (4, 2), (8, 4)} e a rela 9 §o inversa de f. 

j. ( ) f _1 e representada pelo esquema de flechas: 



l. ( > ) Todo elemento de B tern imagem em A. 

m. ( ) Existe elemento de B que nao tern imagem em A. 

n. ( ) Existe elemento de B que tern duas imagens em A. 

o. ( X) Cada elemento de B tern uma unica imagem em A. 

p. ( X) f’ 1 e uma fun^ao de B em A. 

q. ( X) f" 1 e a fun^ao inversa de f. 

r. ( ) D(f _1 ) * B 

s. (X) D (f _1 ) = B 

t. ( X) Im (f _1 ) = A 

u. ( X) D(f-‘) = Im(f) e Im(r‘) = D(0 
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NOTACAO DA FUNCAO INVERSA 


45. Sejam os conjuntos A = {-1, 2, 4}, B - {-2, 4, 8} e f: A -► B 

x (-> y = 2x 

Entao: f = {(-1, -2), (2, 4), (4, 8)} 

Como f e bijetora, f admite a inversa f' 1 = {(-2, -1), (4, 2), (8, 4)} que associa cada elemento a sua metade. 

Chamando de x os elementos de B (conjunto de partida) e de y os elementos de A (conjunto de chegada), 

x 

f' 1 associa a cada x G B a sua metade y e A. 

Entao, podemos escrever: f" 1 : B A 

x h> y = y 



GRAFICO DA FUNCAO INVERSA 

46. 0 grafico de uma fun 9 ao f e o de sua inversa f” 1 sao simetricos em rela^o a bissetriz do 19 e 39 quadrantes. 

47. Aplica 9 ao: 

19) Assinale as afirma^oes corretas, observando o grafico abaixo, onde estao representadas: 
a fun 9 ao f = {(-1, -2), (2, 4), (4, 8)} em •, 
a fun 9 §o f' 1 = {(-2, -1), (4, 2), (8, 4)} em® 
e a reta b, que e a bissetriz do 19 e 39 quadrantes. 




a. ( > ) Os pontos (-1, -2) G f e (-2, -1) G f. 1 pertencem a uma mesma perpendicular a reta b. 

b. ( ) Os pontos (-1, -2) G f e (-2,*-l) G f 1 nao pertencem a uma mesma perpendicular a reta b. 

c. ( X) A distancia do ponto (-1, -2) a reta b e igual a distancia do ponto (-2, -1) a reta b. 

d. ( X) Os pontos (-1, -2) e (-2, -1) sao simetricos em relagao a bissetriz do 19 e 39 quadrantes. 

e. (X) Os pontos (2, 4) G f e (4, 2) G f _l pertencem a uma mesma perpendicular a reta b. 

f. ( ) Os pontos (2, 4) G f e (4, 2) G f 1 nao pertencem a uma mesma reta perpendicular a reta b. 

g. (X) A distancia do ponto (2, 4) a reta b e igual a distancia do ponto (4, 2) a reta b. 

h. (X) Os pontos (2, 4) G f e (4, 2) G f" 1 sao simetricos em rela^ao a bissetriz do 19 e 39 quadrantes. 

i. ( ) Os pontos (4, 8) G f e (8, 4) G f 1 nao sao simetricos em rela?ao a bissetriz do 19 e 39 quadrantes. 

j. (X) Os pontos (4, 8) e (8, 4) sao simetricos em rela 9 ao a bissetriz do 19 e 39 quadrantes. 

1. (X) Todos os pontos do grafico de f“‘ sao simetricos aos pontos correspondentes do grafico de f em 

rela^o a reta b. 

m * ( >s ) 0 grafico de f -1 e o de f sao simetricos em rela^o a bissetriz do 19 e 39 quadrantes. 


29) Sendo A-{xGR|l <x<4}e B = {x GR|2 < x < 8}, assinale as afirma 9 oes corretas, observando 
grafico abaixo, onde estao representadas: 


a fun 9 ao f: A B 

x K y = 2x 
a fun 9 §o f" 1 : B A 

x 

x ^y = y 


em linha cheia, 


em linha tracejada 


e a reta b, que e bissetriz do 19 e 39 quadrantes. 



a. (X) (1, 2)Gfe (2, 1) G f" 1 

b. ( ) (1, 2) e (2, 1) nao sao simetricos em relafao a bissetriz do 19 e 39 quadrantes. 

c - ( ) (1. 2) e (2, 1) sao simetricos em rela 9 §o a bissetriz do 19 e 39 quadrantes. 

d. (X) (2,5, 5) G f e (5, 2,5) G f' 1 

e. ( > ) Os pontos (2,5, 5) e (5, 2,5) sao simetricos em rela 9 ao a bissetriz do 19 e 39 quadrantes 
f- (X) (4, 8) € f e (8, 4) G f 1 

g. ( ) Os pontos (4, 8) e (8, 4) nao sao simetricos em rela 9 ao a bissetriz do 19 e 39 quadrantes. 

h. ( ) Existe ponto do grafico de f 1 que nao 6 simetrico ao ponto correspondente do grafico de f em 

rela 9 §o a bissetriz do 19 e 39 quadrantes. 

i. (X) Todos os pontos do grafico de f" 1 sao simetricos aos pontos correspondentes do grafico de f em 

rela 9 ao a bissetriz do 19 e 39 quadrantes. 

j. (X) Os graficos de f _1 e f sao simetricos em rela 9 ao a bissetriz do 19 e 39 quadrantes. 


39) Assinale os graficos que representam uma fun 9 ao e a sua inversa: 
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FUNQAO CRESCENTE E FUNQAO DECRESCENTE 


48. Seja uma fun^o f: R -> R . Dizemos que: 

x y = f(x) 

a) f e uma funfao crescente num intervalo D, CR quando 

Yx! eD h Vx 2 e Dj, se Xi < x 2 entao f(xj) < f(x 2 ) 

b) f e uma fun9ao decrescente num intervalo D 2 C R quando 

Yxi G D 2 , Yx 2 e D 2> se x, < x 2 entao f(xi) > f(x 2 ) 

Assim, seja f uma funfao represen tada por: 



f 6 crescente em Dj 



EXERCICIOS 
SEQUENCIA A 

1) Assinale os esquemas de flechas que representam fungdes 
de A em B: 











2) Dados os conjuntos A = {2, 4, 5} e B = {2, 3, 4, 9}, 
fa?a um esquema de flechas para as redoes abaixo e verifique 
quais delas sao fur^oes de A em B. 

a) R, = {(2, 3), (4, 9), (5, 4)} 

b) R 2 = {(2, 9), (5, 4)} 

c) R 3 = {(4, 3), (4, 9), (2, 2), (5, 4)} 

d) R 4 = {(4, 9), (5, 3), (2, 9)} 

e) R s = {(2, 3), (4, 3), (5, 3)} 

3) Dados A = {l, 2, 3, 4}, B = {4, 5, 6, 7, 8} e a rela9ao 
R = {(*, y) G A x B|y = 2x}: 

19) Escreva R, designando cada um de seus elementos. 

29) Fa$a um esquema de flechas para R. 

39) Verifique se R e uma fun^ao de A em B e justifique. 

'4) Dados A = {0, 1, 2, 3}, B = {-1, 0, 1, 2, 3, 4} e a rela9ao 
R = {(x, y) e A x B|y = -x + 2}: 

19) Escreva R, designando cada um de seus elementos. 

29) Fa9a um esquema de flechas para R. 

39) Verifique se R e uma fun9ao de A em B e justifique. 

5) Dados A = {x S Zl-2 < x < 2}, B = {y G Zl 0 < y < 5} e 
a reIa9ao R = {(x, y) S A x Bly = x 2 }: 

19) Escreva R, designando cada um de seus elementos. 

29) Fa$a um esquema de flechas para R. 

39) Verifique se R e uma fun$ao de A em B e justifique. 

6) Dados A = {0, 1, 2} e B = {-1, 0, 1, 2, 3} e a rela9ao 
R = {(x, y) G A x Bl x 2 = y 2 }: 

19) Escreva R, designando cada um d? seus elementos. 

29) Fa$a um esquema de flechas para R. 

39) Verifique se R e uma fun9ao de A em B e justifique. 

7) Dados A = {x GRll <x <5}, B = {y G1R I 2 < y < 7>, 
verifique quais dos graficos abaixo representam fun9oes de 
A em B. 


a) 



b) 



c) 


d) 


0 





8) Assinale os graficos que representam fun9oes de R em R: 

a) 


b) 



c) 


d) 


h) 



1 

iV 

1 


J 

1 T 



1 

iV 




X 

- 


j) 



9) Dada a fun 9 ao f: ]R ->R , calcule: 

x h- y = x 2 - 1 

a) f(-3) 

b) f(V2) 

c) f (j> 

d) f(0) 

e) f(-l) 

0 f(l) 

10) Dados A = {x GlRl-2<x<l} ) B = {y GR|-3<y <5} 

e a fun^ao f: A -> B 

x ^ y = 2x + 1 

19) Calcule f(-2); f(-l); f(y); f(0); f(-|) e f(l) 

29) Fa 9 a o grafico de f. 

39) De o dominio de f e a imagem de f. 


11) Dada a fun 9 ao f: IR -»]R 

x y = 2x - 3 

1?) Calcule f (—5), f(-2), f(-|), f(0), f(j), f(-|) e f(2) 
29) Fa 9 a o grafico de f. 

39) De o dominio de f e a imagem de f. 


12) Escreva o dominio e a imagem das fun 9 oes representadas 
pelos graficos abaixo. 
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I 







11 



13) De o dominio das fungoes reais definidas pelas equagoes: 

a) y = 2x + 1 

b) y = x 2 

c) y = Vx~ 


d) y = Vx - 3 


e) y = 7 

0 y = 


g) 

h) 

i) 

j) 


y = 
y = 
y = 
y = 


l 

(x - 3) . (x + 5) 
3x + 1 
x . (x + 4) 
x - 3 

x 3 - 25 
2x - 7 

v^r 


RESPOSTAS 

1) Sao fungdes: b, c, d 






3) 19) R = {(2, 4), (3, 6), (4, 8)} 
29) 



39) R nao e fungao, pois 3 1 £ A que nao tem imagem em B. 


4) 19) R = {(0, 2), (1, 1), (2, 0), (3, -1)} 
29) 



39) R e tungao, pois todo elemento de A tem uma unica 
imagem em B. 


5) 1?) R = {(-2, 4), (-1, 1), (0, 0), (1, 1), (2, 4)} 
29) 



39) R e fungao, pois todo elemento de A tem uma unica 
imagem em B. 


6) 19) R = {(0, 0), (1, 1), (1, -1), (2, 2)} 
29) 



39) R nao e funsao, pois IGA nao tem uma unica imagem 
em B. 


7) a) nao e fun^ao 

b) e funsao 

c) nao e fungao 

d) e fun9ao 

e) nao e fun$ao 

f) nao e funsao 


8) Representam funsoes de R em R os graficos a, b, f, g, i. 


9) a) f(-3) = 8 

b) f(VI) = l 


O f(^) = 4 


d) f(0) = -1 

e) f(-l) = 0 

f) f(l) = 0 


10) 19) f(-2) = -3 

f(-l) = -1 


2 ?) 


1 


f(-f ) = 0 


f(0) = 1 


1 


f ( 2 > = 2 


\ 7 , 


f(l) = 3 

39) D(0 = {x GlRl-2 <x < 1} 
Im(f) = {y GRl-3 <y < 3} 



11) 19) f (—5) = -13 
f (—2) = -7 


f( -2> = 


f (0) = -3 


1 


f(f) = -2 


f(f ) = 0 


f(2) = 1 


29) 


i 

1 

i y / 



/ 2 ^ 


39) D(f) = !R 
Im(f) = R 


12) a) D(f) 
Im(f) 

b) D(0 

lm(f) 

c) D(f) 
lm(0 

d) D(0 
Im(f) 

e) D(f) 

lm(0 

0 D(f) 
lm(0 

g) D(f) 
Im(f) 

h) D(f) 

lm(0 

i) D(f) 

lm(f) 

j) D(f) 
lm(0 

l) D(f) 
Im(f) 

m) D(f) 
Im(f) 

n) D(f) 
lm(f) 


{1, 2, 3} 

(1, 3, 4} 

{x ER|2 <x <7} 
{y GRI3 <y <4} 

{x GRIl <x <5} 
{y GRI2 <y < 4 } 

{x GRlO < x < 2} 
{y GRlO <y <2} 


= R 


{y GRl-i <y < 1 } 


R 

R 


R 

R 


R 

= {3} 


R 

R 

R+ 


= R 


= {yERly<3 ou y>5} 


R 

r; 


K 


R 


4' * • 
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O) 

D(f) 

= R* 







Im(f) 

= R* 






p) 

D(f) 

= R 







Im(f) 

= Z 






13) a) 

o 

3 

n 

R 






b) 

D(f) = 

R 






c) 

D(f) = 

R+ 






d) 

D(f) = 

{x G 

El x 

> 

3} 



e) 

D(0 = 

R* 






f) 

D(f) = 

(x e 

El x 

* 

5} 



g) 

D(f) = 

{x G 

Elx 


-5 e 

x ^ 

3} 

h) 

II 

£ 

Q 

{x G 

Elx 

* 

0 e 

X 9^ - 

•4} 

i) 

D(f) = 

{x G 

E|x 

* 

-5 e 

x 9^ 

5} 

j) 

D(f) = 

»: 







SEQUENCIA B 


1) Fa 9 a o grafico das fungoes: 

a) f: A -> A, onde A = {xGZl0^x^7}ea fun 9 ao f e 
definida pelas equasoes f y = 0, se x e par 

|^y = 1, se x e l'mpar 

P-ffO.O), (4, 1), (A,0)/5,/), (4, O) , (5, i), 
faO), ,(7, 1)} 

b) f: A -*R, onde A = \x£Z|-5^x^3}ea fun 9 ao f e 
definida pelas equa 9 oes C y = x se x < 0 

^y = 2x se x > 0 

/= {(-5, -5), (- 4, - 4. ), (-3, -3), (-4, -A), 
(~ l ,-11(0,0), (1,41), (4,4), ( 3,6)} 

c) f : A R, onde A = {x£R|-5^x^2}ea fun 9 ao f e 
definida pelas equa 9 oes f y = x se x < 1 

1 y = 2x se x > 1 

i* 



3. - 

>Hr 

/ 

Z- 

-£| , 

>— - 


A 

O 3 



Vs 

d) f: ]R -► R e a fun 9 ao f 
e definida pelas equa 9 oes: 
y = x se x < 0 
y = 2 se 0 ^ x < 3 
y = x + 1 se ' x > 3 

2) Determine o dominio das fun 9 oes reais definidas pelas 
equa 9 oes: 
x -x + 3 

a) y = 2 xTT 
0={x<=JR/x 4 - 


, , + X 

b)y= ^Tu 

D={JC.<= IR/ DC 4 -4 jS X 4 4 


c) y = 


3x -.1 


V2x - 5 

D= { x <=■ JR/xc> £. f 


d) y = — + 

x x - 5 


D= I’dco.IR/dc 4 O 4. cc45'j 

e) y = Vx + V 2x + 3 

£>= {xGJR/x ^ OJ 


0 y = 


1 


x 2 + 3 

D= JR 


g) 

O 


y VX + 3 

V2x - x 

= fac € 1R/- 3 K X < Aj 


Vx - 1 + \/3~^ 

(x - 1) . (x - 


D= { X €. IR/ £ C X < 3 J 


3) Os esquemas de flechas abaixo represen tam fun 9 oes: 



b) ( ) sobrejetora OO injetora ( ) bijetora 
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4) Fa$a urn esquema de flechas para a fun 9 ao f e verifique se 
ela e sobrejetora, injetora ou bijetora: 


a) f: A -> B 


x (-> y = x 2 


, onde 


A = {-1, 0, 1, 2} 
B = {0, 1, 4} 

) 

A = {-2, 0, 3} 

B = \ 

C CLfz&na*, 4sn£e.t&ca,) 


( cyo&ruz^ 

b) f: A -> B 

x l-> y = x + 5 ’ ° n 6 B = {o, 3, 5, 8} 


c) f: A ->• B A = {-1, 0, 1, 2, 3} 

x y = x - 3 ’ B = {-4, -3, -2, -1, o} 

f £^ jUozcl) 

d) f: A -> B A = {x G Zl -2 < x < 3} 

x R-y = |x-l|’ ° n 6 B = {x EZ|0 <y <3} 

( cyiesnaA A>0 &£^£&ZCl) 

e) f: A -► B A = {x E Z| -2 < x < l} 

x \-> y = I x — 1 1 5 ° n 6 B = {x E Z|0 < y < 3 } 

( Jk^etozcL ) 

f) f: A B A = {-2, -1, 0, 1, 2> 

x h* y = x 2 -l ’ on 6 B = {-1, 0,1, 2, 3} 

(cl ftoon£aj&- riczo- £' nbm, A>GC'Zfye£&oc^ 
n&rrL Ajry&t&ccc) 

g) f: 1R ^R + 

x h> y = | x | 

fa^ojerrtaA 

h) f: ]R ->R + 

x y = | x | 

5) Verifique se a fun 9 ao e injetora, sobrejetora ou bijetora e 
justifique a sua resposta: 

a) f : R ->R + 

x h> y = x 2 

C afz&rtas S ) 

b) f: 1R -»-R 
x i-> y = x 2 


( 'n&m, 'n&m 

c) t: R_->R+ 

x y = x 2 

( Jtkjd&ux) 

d) f: R+ -> R+ 

x h> y = x 2 

( £roie£&ea,) 

e) f: IR ->-]R 

x h> y = 2x + 1 

( Jfajf&t&ccc) 

f) f: R -► R 

x h* y = x 3 ^ jfcjefeza) 


6) Construa os graficos das fun 9 oes inversas das fun 9 oes dadas 
polos graficos: 
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Funcao Linear 


Neste capftulo, pretende-se que o aluno esteja 
apto a: 

a) conceituar a funcao linear. 

b) representar graficamente a funqao linear no pia- 
no cartesiano. 

c) resolver inequaqoes lineares. 


FUNQAO LINEAR 

49. Defin^ao: chama-se fun 9 §o linear a toda fun 9 ao do tipo: 

f : JR -> R 

x y = ax + b, com a E 1R, bE]R e a ^ 0 

Exemplo: a fun 9 ao f : HR -> ]R e uma fun 9 ao linear, 

x y = 4x + 1 


50. Aplica 9 ao: 

Assinale as afirma 9 oes corretas: 

19) Seja a fun 9 ao f :IR ->]R 

x y = 2x + 3 

a. (X ) Na equa 9 ao y = 2x + 3, a = 2 e b = 3. 

b. ( ) Na equa 9 ao y = 2x + 3, a = 3 e b=2. 

c. (X) f e uma fun 9 ao do tipo f :R -»JR 

x y = ax + b, com a =£ 0. 

d. (x ) f e uma fun 9 ao linear. 

e. ( ) f nao e uma fun 9 §o linear. 

f. (X) D(f) =]R 

g. ( ) D(f) =]R + 

29) Seja a fun 9 ao f : ]R ]R 

x *-> y = 2x 

a. (x ) Na equa 9 §o y = 2x, a = 2 e b = 0. 

b. ( ) Na equa 9 ao y = 2x, a = 0 e b = 2. 

c. (x) f e uma fun 9 ao do tipo f :1R ^]R 

x >-» y = ax + b, com a =£ 0. 

d. ( ) f nao e uma fun 9 §o linear. 

e. ( ) f e uma fun 9 ao linear. 

f. ( X ) D(f) = 31 
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3?) Seja a fun^ao f :R ->R 

x y = 3 

a. (X) Na equagao y = 3, a = 0 e b = 3. 

b. ( ) Na equagao y = 3, a = 3 e b=0. 

c. ( ) f e uma funsao do tipo f : R -> R 

x ►-> y = ax + b, com a ^ 0. 

d. (X) f e uma fun 9 ao do tipo f :R -*TR 

xi — * y = ax + b, com a = 0. 

e. ( X) f nao e uma fur^ao linear. 

f . ( ) f e uma fun 9 ao linear. 


Observasao: No exemplo do item 3?, f nao e uma fun?ao linear, pois a = 0. Neste caso, e chamada fun?ao 
constante, isto e, e uma fun$ao do tipo: 
f :1R ->]R 

x i— >■ y = c, com c £]R 


4?) Definem fungoes lineares as equagSes: 

a. (X) y = 2x + 3 

b. ( ) y = x 2 + 5 

c. (X) y = -2x 

d. (X) y = y* - 5 

e. ( ) y = 4 

f. ( ) y = -2x 2 + 1 

g. (X ) y = -x + 2 

M ) y--T 


grAfico da funcAo linear 

51. O grafico de uma fun 9 ao linear e uma reta. 

52. Aplica 9 ao: 

Assinale as afirma 9 oes corretas: 

1?) Seja a fun 9 ao linear f : R -> R 

xi—* y = 2x + 3 

a. (X ) A 2ER corresponde y = 2*2 + 3= 7GR. 

b. (X) O par (2, 7) G f. 

c. (X ) A 1ER corresponde y = 2 • 1 + 3 = 5. 

d. ( ) 0 par (1, 5) ^ f. 

e. (,X ) A -16R corresponde y = 2 • (- 1) + 3 = 1 G ]R. 

f. ( ) O par (-1, 1) i f. 

g. ( \ ) A 0 G R corresponde y = 2*0 + 3 = 3 GR. 

h. (X) 0 par (0, 3) G f. 

i. (X ) A X! G R corresponde y t = 2 • Xj + 3 GR. 

j. (X) O par (x 1? 2\ { + 3) G f. 
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}. . 


1. ( ) A fungao f e da da pelo grafico: 




m. ( ) A furuiao e representada pelo grafico: 



n. (X ) Para representar graficamente uma fur^ao linear, basta representar dois pares quaisquer dessa 
fungao e tra 9 ar a reta determinada por eles. 

2?) Dada a fur^ao linear f : HR ->]R complete: 

x •— > y = -3x + 1, 

a) Para x = 1, corresponde y = -3 • + 1 = 

o par (1, z.Zt... ) £ f. 

b) Para x = -1 , corresponde y = 

O par (-1, ) e f. 

c) Para x = 0, corresponde y = 7 ...^-. 

o par ( ..X..... ) G f. 

d) Fa 9 a o grafico de f: 




3?) Complete as tabelas e construa os grificos das fungOes lineares definidas pelas equa?5es: 

' t 


a) y = 2x + 1 


X 

y = 2x + 1 

1 

‘2 

2(-I)+ 1 = 0 

+ 1 

3 


b) y = 4x 


X 

y = 4x 

1 

4 

0 

0 


c) y = x - 1 


X 

y = x - 1 

1 

0 

3 

£ 




I 










Veja que: 

1?) Nos tres primeiros graficos a fun?ao foi definida por uma equa9ao do tipo y = ax + b, com a > 0 e voce 
obteve retas que formam com o eixo das abscissas um angulo menor que 90 . 

2?) Nos tres ultimos graficos a fun9§o foi definida por uma equa9<io do tipo y = ax + b, com a < 0 e voce obteve 
retas que formam com o eixo das abscissas um angulo maior que 90°. 

3?) Voce tra90u graficos de fun9oes lineares que sempre interceptaram o eixo das abscissas num unico ponto. 
Esse ponto tern coordenadas do tipo (x, 0), isto e, tern por abscissa valor de x que torna a fun9ao nula. Esse 
valor de x e chamado zero da fun9ao. 


FUNQAO linear crescente e funqAo linear decrescente 

53. 0 grafico da fun9ao linear f : R -*• 1R com a # 0 i do tipo: 

x 1 — > y = ax + b 


Se a > 0 Se a < 0 




54. 


Observe os graficos do item anterior e assinale as afirma9oes corretas: 

a. (X) Se x = x t , entao f(xi) = 0. 

b. ( ) Se x = Xj, entao f(xi) =£ 0. 

c. ( ) Se a > 0 e x 2 < x 3 , entao f(x 2 ) > f(x 3 ). 

d. (A) Se a > 0 e x 2 < x 3 , entSo f(x 2 ) < f(x 3 ). 

e. ( . ) Se a > 0, entao a fun9§o f 6 crescente. 

f. ( ) Se a > 0, entao a fun9ao f 6 decrescente. 

g. (>;) Se a > 0 e x < x,, entao f(x) < 0. 

h. (>. ) Se a > 0 e x > x l5 entao f(x) > 0. 

i. (X) Se a < 0 e x 2 < x 3 , entao f(x 2 ) > f(x 3 ). 

j. ( ) Se a < 0 e x 2 < x 3 , entao f(x 2 ) < f(x 3 ). 

l. ( ) Se a < 0, entao a fun9ao f e crescente. 

m. (x) Se a < 0, entao a fun9ao f e decrescente. 

n. (> ) Se a < 0 e x < Xj, entao f(x) > 0. 

o. (>;) Se a < 0 e x > x 1( entao f(x) < 0. 
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RESUMO 


55. 


1?) A fun 9 ao linear e uma fungao do tipo f :R -*R 

xh y = ax + b 

com a E R* e b E R. 

2?) 0 grdfico da fun 9 §o linear e uma reta. 

3?) Se a > 0, a fun 9 ao linear e crescente e o seu grafico e uma reta que forma com o eixo das abscissas um 
angulo menor que 90°. 

4?) Se a < 0, a fun 9 §o linear e decrescente e o seu grafico e uma reta que forma com o eixo das abscissas um 
angulo maior que 90°. 

59) A fun 9 §o linear admite um unico zero. 

69) Podemos fazer o seguinte esquema de sinais: 



Aplica 9 ao: fa 9 a um estudo da varia 9 ao das fun 9 oes definidas pelas equa 9 oes seguintes, completando o que se pede. 
a) y = 2x - 3 


a = 2 0 

y = 0 <=> 2x - 3 = 0 


x = 





r 3 

para x = — 

. f(x) 

— 

0 

* 

3 

para x < 

. f(x) 

C 

0 


. 3 
para x >^r- 

w Z 

, f(x) 

> 

0 

b) y = 2 - 4x 





a = -4 < 

0 




II 

0 

1 

A, 

- 4*. 

= 0 

<=> x = 


r l 

para x = j : 

. f(x) 

=r 

0 

* 

para x < y 

. f(x) 

> 

0 


para x > 

1 

... 2 > 

f(x) ., 

< 0 


JL 
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EXERCICIOS 




-3 . » : : ' ' * • ' v . jv~ ; 


SEQUENCIA A 

1) Fa<ja o estudo da variayao do sinal das fun^oes definidas 
pelas equagoes: 

a) y = x - 3 

b) y = 2x + 5 

c) y = -3x + 2 

d) y = -5x - 10 

e) y = 3x - (7x + 6) 

0 y = -(5x - 2) + 6x 

2) Resolva as inequa^oes: 

a) -2x + 6 > 0 

b) 2x - 3 < 5x + 4 

c) 2 + 3x > -5 + 2x 

d) -y x + 1 <0 

<>^>1 

g) 3-5x>2-| 
i_ \ x + 3 ,, 2x + 3 

h) “T~ < 

j) -2 + 3x<|--J- 
1 ) 3 ~ 2x > _ 2 + 4x 


m) 


5 

x - 4 


< - 


2 

2x - 1 


3 2 

RESPOSTAS 


i) 


a) x - 3 => f(x) = 0; x < 3 => f(x) < 0; x > 3 => f(x) > 0 

b) x = ~ 2 ^ f(x) = 0; x < =>f(x) <0; x >--| => 

=>f(x) > 0 

c) x =~ =»f(x)= 0; x<| => f(x) > 0; x> | =>f(x)<0 

d) x = -2 =*f(x) = 0; x < -2 =!>f(x) >0; x >-2 => 

=>• f (x) < 0 

e > x = - J =*f00 =0; x <- =>f(x) >0; x >-| => 


_3 
2 

• f (x) < 0 


0 x = -2 => f(x) =0; x < -2 => f(x) <0; x > -2 
=>• f(x) > 0 


2) 


a) V = {x 6 R I x < 3 } 

b) V = {x £ R | x > . 1 

c) V = {x6R | x >-7} 


d) V= {xGR |x>-j} 

e) V= {xGR I x > -y } 

f) V = {x € ]R lx 

g) V={x£R| x <i-} 

h) V = {x£R I X > - y } 

i) V={x6R I x > -8} 

j) V = {x£R | x<i|} 

l) V = {x€R I x >-1} 

m) V = {x G JR I x < } 

O 


SEQUENCIA B 


1) Resolva as inequalities: 

a) 2 X *_ 5 <0 V= { x ElR/x < £ j 

b) TTS?° ^ fxex/x <lj 

c) (2x - 1) • (3x + 5) < 0 V= j JO ^R/-S_ ^ DC^£j 

d) (3 - 2x) • x < 0 \/= £x. ^ IR/jc <0 occ 3 j 

e ) Yr|" >0 { oc S/R/ x:< 3 sec iz ^ 5 f 


g) 


3 - 2x 
3x 
2x 

1 - 2x 
x - 5 


^<0 K=- {jc<E]R/dc: zc ^ 3 j 

3 <2 J 

> 0 fx<EJR/o ^ X < l f 


h) ( x - 3) (x + 2) < 0 ?={*€■&/*: <- <10CC3<X<5J 


i) ^TI i>1 ?/- 


•x X + 2 ^ 


x + 1 


i/=^eJR/x<-£ Occ -_/^x<3j 


a) 


b) 


2) Resolva os sistemas: 
2x + 3 > 0 
3x - 1 < 0 

2x - 5 > 0 
3 - x < 0 

2x - 1 > 0 


V={xEh ?/-£ 1 j 


/- 


-- f x E IR/ X >3} 


c) 

d) 

e) 
0 
g) 

b) 


3 - 6x ^ 0 ^ 


(3 - 6x) • (5 + x) > 0 
2x + 1 < 0 


\/= (xeZR/-5<x$l / 


l<2x-5<2 l/= fx EJR/~3^ X < Z ! 

0 < -2x + 4 < 5 /=! x £/&/-_/ <gx <c£j 
-2<x + 2<3 V*fx€.JR/-%$JC<i} 

l V={x<=lR/0^ 


-1 


x + 3 
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Funcao Quadratics 

Neste capi'tulo, pretende-se que o aluno: 

a) esteja apto a conceituar a funcao quadratica. 

b) conheqa as propriedades dessa funcao atraves da 
analise de graficos . 

c) esteja apto a resolver equagoes e inequacoes do 
29 grau. 


FUNQAO quadratica 

56. Defin^ao: chama-se fun 9 ao quadratica a fun 9 ao definida por 

f :R -> R 

x y = ax 2 + bx + c, com aER, bER, cER e a ^ 0 

57. Aplica 9 ao: 

1?) Considere a fun 9 ao f : R -► R e assinale as afirma 9 oes corretas: 

x • — ► y = 2x 2 + 5x + 1 

a. ( >' ) f e uma fun 9 ao do tipo f : R R 

xm> y = ax 2 + bx + c, Com a =£ 0. 

b. ( ) f nao e uma fun 9 ao quadratica. 

c. ( >;) f e uma fun 9 ao quadratica. 

d. ( ) Na equa 9 ao y = 2x 2 + 5x + 1, a = 5, b = 2 e c =-l. 

e. ( V) Na equa 9 ao y = 2x 2 + 5x + 1, a = 2, b = 5 e c = 1. 

f. ( ) f e uma fun 9 ao quadratica definida pela equa 9 ao y = 2x 2 + 5x + 1, com a = 2 =£ 0. 

2?) Considere a fun 9 ao f : R R e assinale as afirma 9 oes corretas: 

x • — ► y = -3x 2 + 2x - 1 

a. (X) f e uma fun 9 §o do tipo f : R -> R 

x 1 — > y = ax 2 + bx + c, com a 0. 

b. (V ) f e uma fun 9 ao quadratica. 

c. ( ) f nao e uma fun 9 ao quadratica. 

d. ( ) Na equa 9 ao y = -3x 2 + 2x - 1, a = 3, b = 2 e c =- 1. 

e. ( ) Na equa 9 §o y = -3x 2 + 2x - 1, a = -3, b = 2 e c = 1. 

f. ( \) Na equa 9 ao y = -3x 2 + 2x - 1, a = -3, b = 2 e c =-l. 

g. ( ) f e uma fun 9 ao quadratica definida pela equa 9 ao y = -3x 2 + 2x - 1, com a = -3 ^ 0. 
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3P) Considpre a fun 9 ao f : JR -> R e assinale as afirma 9 oes corretas: 

x • — ► y = x 2 - 3 

a. (X) f e uma fun 9 ao do tipo f : R -> R 

x i— > y = ax 2 + bx + c, com a =£ 0. 

b. ( ) f nao e uma fun 9 §o quadratica. 

c. ()() f e uma fun 9 ao quadratica. 

d. ( ) Na equa 9 ao y = x 2 - 3, a = 1, b = -3 e c = 0. 


e. (X) Na equa 9 ao y = x 2 - 3, 


I,' b = 0 e c = -3. 


f. (X) f e uma fun 9 ao quadratica definida pela equa 9 ao y = x 2 - 3, com a = 1 =£ 0. 

4?) Considere a fun 9 ao f : R -* R e assinale as afirma 9 oes corretas: 

1 2 

x»— ► y = - - x z 

a. ( ) f nao e uma fun 9 ao quadratica. 

b. (X) f e uma fun 9 ao do tipo f : R R 

x»— * y = ax 2 + bx + c, com a ¥= 0. 

c. (X) f e uma fun 9 ao quadratica. 

d. ( ) Na equa 9 ao y = - x 2 , a = y , b = - y e c = 0. 


e. ( ) Na equa 9 ao y = -yx 2 , a = y, b=0 e c=0. 


f. (X ) Na equa 9 ao y = - j x 2 , a = - y , b=0 e c = 0. 

g. (X) f e uma fun 9 §o quadratica definida pela equa 9 ao 

y = - y x 2 , com a = - y =£ 0. 


1 


GRAFICO da funqao quadratica 

58. O grafico de uma fun 9 ao quadratica e uma curva chamada parabola. 


59. Aplica 9 §o: 

1?) Seja a fun 9 ao quadratica f : R R 

xi — > y = x 2 - 4x + 3 
Assinale entao as afirma 9 oes corretas: 

a. (X ) A fun 9 ao f e definida pela equa 9 ao y = x 2 - 4x + 3. 

b. ( ) Na equa 9 §o y = x 2 - 4x + 3, a = 1, b = 3 e c = -4. 

c. (X) Na equa 9 §o y = x 2 -4x + 3, a = 1, b = -4 e c = 3. 

d. (X ) Para x = -1 £ R, corresponde y = (- 1) 2 - 4(- 1) + 3 = 1 + 4 + 

e. (X ) 0 par (-1 , 8) E f. 

f. ( ) O par (-1, 8) $ f. 

g. (X ) Para x = 0 E R, corresponde y = 0 2 -4*0 + 3 = 3ER. 

h. ( ) 0 par (0, 3) $ f. 

i. (X ) Para x = 1 E R, corresponde y = l 2 -4*l + 3 = l- 4 + 3 = 

j. (X) 0 par (1, 0) E f. 

l. (X ) Para x = 2 E R, corresponde y = 2 2 -4*2 + 3= 4- 8 + 3 = 

m. ( ) O par (2, -1) ^ f. 

n. (X) Para x = 3 E R, corresponde y = 3 2 -4*3 + 3= 9- 12 + 3 

o. (X) 0 par (3, 0) E f. 

p. ( ) Para x = 4 E R, corresponde y = 4 2 - 4*4 + 3 = 16 -16 + 3 


3 = 8 E R. 


0E R. 

-1 E R. 
= 0E R. 

= 3 E R. 
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q. ( ) 0 par (4, 3) £ f. 

r. ( X) Para x = 5 E E, corresponde y = 5 2 -4«5 + 3 = 25 - 20 + 3= 8ER. 

s. ( ) 0 par (5, 8) $ f. 

t. ( X) Para Xi E R, corresponde y = x] - 4‘Xj + 3E R. 

u. ( X) 0 par (x t ; x 2 - 4xj + 3) E f. 

v. ( ) 0 grafico da funsao f definida por y = x 2 - 4x + 3 e: 



x. ( X) O grafico da fun 9 ao f definida por y = x 2 - 4x + 3 e: 



2?) Seja a fun 9 ao quadratica f : R -> R 

x 1 — > y = -x 2 - 2x + 3 
Assinale entao as afirma 9 oes corretas: 

a. (X) Na equa 9 §o y = -x 2 - 2x + 3, a = -1, b = -2 e c = 3. 

b. ( X) A x = -4 E R corresponde y = -(-4) 2 - 2(-4) + 3 = -(+16) + 8 + 3 = -5 E R. 

c. (X) 0 par (-4, -5) E f. 

d. (X) A x = -3 E R corresponde y = -(-3) 2 - 2(-3) + 3 = -9 + 6 + 3 = OE R. 

e. ( ) O par (-3, 0) ^ f. 

f. (X) A x = -2 E R corresponde y = -(-2) 2 - 2(-2) + 3 = -4 + 4 + 3 = 3ER. 

g. ( ) O par (-2, 3) £ f. 

h. (X) A x = -1 ER corresponde y = -(-l) 2 -2(-l) + 3 = -l+2 + 3= 4ER. 

i. (X) 0 par (- 1 , 4) E f. 
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j. (X ) A x = 0 G R corresponde y = -(0) 2 -2-0 + 3 = 3GR. 

l. ( ) Opar(0,3)$f. 

m. ( X) A x = 1 ^ JR corresponde y = -(l) 2 - 2 • 1 + 3 = -1 - 2 + 3 = 06R. 

n. (X) O par (1, 0) G f. 

o. (X) A x = 2 G JR corresponde y = -(2) 2 - 2 • 2 + 3 = -4 -4 + 3 = -5 G R. 

p. ( ) O par (2, -5) G f. 

q. ( X ) A XjGIR corresponde y = (xj 2 - 2 • Xj + 3 G R. 

r. (X) O par (xj; -x 2 -2 -x, + 3) G f. 

s. ( ) O grdfico da funsao f definida por y = -x 2 -4x + 3e: 



t. (X) 0 gr£fico da funsao f definida por y = -x 2 - 4x + 3 e: 



onde Im(f) = {y G IRly < 4}e y = 4 e o maior valor assumido pela funsao 


3?) Seja a fun 9 ao quadr£tica f : R -> R 

x 1 — > y = x 2 - 4 


Complete entao: 


a) Na equa 9 ao y = x 2 - 4, a = b = e c = 

b) Para x = -3 G R, corresponde y = ( ) 2 - 4 = ...9 £ JR. 

c) Para x = -2GR, corresponde y = (~ 

o par (-2, ..{2... ) ^ f • 

d) Para x = -1 G R, corresponde y = .(t.jU.. ^.7. .ll . 7 . dS. 

o par ( 7 ..^..., .7„3. ) G f . 

e) Para x = 0 G R, corresponde y = . 

0 P ar ( ) *= f. 


f) Para x = 1 6 ]R, corresponde y = . /.f. - ff .'. 71 . 7 . . *r. Jz?. 

o par ( ~3... ) E f. 

g) Para x = 2 E R, corresponde y = ^ 

0 P ar ( ) E f . 

h) Para x = 3 E R, corresponde y = 

o par ( if #t> , .if.... ) E f. 

i) 0 grafico que representa a fun 9 ao f e: 



onde Im(f) = {y E R I y ..^..7..!^ } 

e y = -4 e o menor valor assumido 
pela fun^ao. 


\ 



4?) Complete as tabelas abaixo e fa 9 a os graficos das fun 9 oes definidas pelas equa 9 oes: 
a) y = x 2 - 2x - 3 


X 

y = x 2 - 2x - 3 

-2 

(-2) 2 - 2(-2) -3 = 5 

-1 

0 

0 


1 

-4. 

2 

-3 

3 

0 

4 

5 


lm(0 = {y E R I y ^ } 

0 y — " ^ 6 0 rrVtfTl&C' 

valor assumido pela fun 9 ao. 
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b) y = x 2 


X 

y = x 2 

-3 

(-3) 2 = 9 

-2 


-1 

/ 

0 

0 

1 

/ 

2 

4 

3 

9 


onde Im(f) = } e 

y = e o ...xagaa&L 

valor assumido pela fungao. 


c) y = x 2 - 2x + 2 


X 

y = x 2 - 2x + 2 

-2 

(-2) 2 - 2 • (-2) + 2 = 10 

-1 

5 

0 

d 

1 

l 

2 


3 

5 

4 

io 


onde Im(f) = {y.S.E.L).... } 

e y = 6 o 

valor assumido pela fun9ao. 








/ 
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d) y = -x 2 - 2x + 3 


X 

y = -x 2 - 2x + 3 

-4 

-(-4) 2 - 2 • (-4) + 3 = -5 

-3 

0 

-2 

3 

-1 

4 

0 

3 

1 

0 

2 

-5 


onde lm(0 = } e 

y = m% "4[ e o 

valor assumido pela fur^ao. 



e) y = -x 2 + 4x - 4 


X 

y = -x 2 + 4x - 4 

-1 

-(-l) 2 + 4 • (-1) - 4 = -9 

0 

-4 

1 

- i 

2 

0 

3 

-/ 

4 

-4 

5 

-9 


onde Im(f) = } e 

y = ...i?.... 6 o 

valor assumido pela fun 9 ao. 
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f) y = -x 2 + 4x - 5 


X 

y = -x 2 + 4x - 5 

-1 

-(-l) 2 + 4 • (-1) - 5 = -10 

0 

-5 

1 


2 

-i 

3 

-x 

4 

-5 

5 

- io 


onde Im(f) = e 

y = ...r.A.... 6 ° 

valor assumido pela fun 9 ao. 



60. Observe que: 

1?) 0 grafico de uma fun 9 ao quadratica f : R R 

xh- y = ax 2 + bx + c, 



com a^Oe uma curva chamada parabola. 


2?) Nos tres primeiros graficos a fun 9 ao foi definida por uma equa 9 ao do tipo y = ax 2 + bx + c, com a > 0 e voce 
obteve parabolas com a concavidade voltada para cima e portanto existe um ponto da parabola cuja ordenada e 
menor que todas as outras. 

3?) Nos tres ultimos graficos a fun 9 ao foi definida por uma equa 9 §o do tipo y = ax 2 + bx + c, com a < 0 e voce 
obteve parabolas com a concavidade voltada para baixo e portanto existe um ponto da parabola cuja ordenada 
e maior que todas as outras. 

4?) Voce tra 90 u graficos de fun 9 oes quadraticas que interceptaram o eixo das abscissas em dois pontos, um ponto 
ou nenhum ponto. Esses pontos tern coordenadas do tipo (x, 0), isto e, tern por abscissas valores de x que 
tornam a fun 9 ao nula. Esses valores de x sao chamados zeros da fun 9 ao. 


ESTUDO DO SINAL DA FUNCAO QUADRATICA 

61. Para estudar os sinais da fun 9 ao quadratica, assinale as afirma 9 oes corretas e complete o que se pede: 
1?) Seja a fun 9 ao quadratica f, representada pelo grafico da pagina seguinte: 

% 





a. (X) A fun9ao f e definida por uma equate) do tipo y = ax 2 + bx + c, com a > 0. 

b. (X) A x = 3 E R corresponde y = f(3) = 0. 

c. (<) A x = 6 E R corresponde y = f(6) = 0. 

d. ( ) A fungao f se anula para x = 3 ou x = 0. 

e. ( X ) A fun9ao f se anula para x = 3 ou x = 6. 

f. ( ) A fun9§o f se anula para x = 4. 

g. ( ) Para x = 4 E R, a fun9ao assume um valor f(4) > 0. 

h. (X) Para x = 4ER, a fun9ao assume um valor f(4) < 0. 

i. (X) Para todo xER maior que 3 e menor que 6 a fun9§o assume valores negativos. 

j. (X) YxE R, se 3 < x < 6 entao f(x) < 0. 

L ( ) f(2) < 0 e f(8) < 0. 

m. ( X ) f(2) > 0 e f(8) > 0. 

n. ( X ) Para todo xER menor que 3 ou maior que 6 a fun9ao assume valores positivos. 

o. (X) YxE R, se x < 3 ou x > 6 entao f(x) > 0. 

p. (X ) Para o estudo*do sinal dessa fun9ao podemos fazer o esquema: 



(6, 0) 

f(x) < o 


| para x = 3, f(x) = 0 
para x = 6, f(x) = 0 
J para x < 3, f(x) > 0 
para x > 6, f(x) > 0 
para 3 < x < 6, f(x) < 0 


29) Fa9a um esquema para o estudo dos sinais das fun9oes quadraticas cujos graflcos sao: 



para 

x = 2, f(x) ........ 

0 

para 

x = 4, f(x) 

0 

para 

x < 2, f(x) > 

0 

para 

x > 4, f(x) > 

0 

para 

2 < x < 4, f(x) 

< 
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' 


w* 





para 

X = - 

■ 3 , 

f(x) .. 

- 0 

para 

X = - 

-1, 

f(x) .. 

— 0 

para 

X < 

- 3 , 

f(x) . 

> 0 

para 

X > 

-1, 

f(x) 

> 0 

para 

-3 < x 

< -1, 

f(x) ..< 




para x = -2, f(x) ..===.. 0 
para x = 4 , f(x) 0 
, para x < -2, f(x) 0 

para x > 4 , f(x) 0 

para -2 < x < 4 , f(x) 0 


para x = 3 , f(x) 0 
< para x < 3 , f(x) 0 

para x > 3 , f(x) 0 


para x = -2, f(x) ...^7... 0 
< para x < -2, f(x) 0 

para x > -2, f(x) 0 






s . 











nao existe x e R tal que f(x) = 0 
para x = 5, f(x) 0 
para x = 3, f(x) > 0 

para todo x e R, f( x ) > 0 


para x = -1, f(x) 0 

para x = 3, f(x) 0 

para x < -1, f(x) 0 

para x > 3, f(x) < 0 

para -1 < x < 3, f(x) 0 


para x = 2, f(x) 0 

para x < 2, f(x) <; 0 

para x > 2, f(x) < 0 


r 


nao existe x € R tal que f(x) = 0 
para x = -1, f(x) < 0 
para x = 1, f( x ) 0 
para todo x € R, f( x ) ^ 0 


Y.. * « » *' r - 
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ESTUDO ALGEBRICO DA FUNQAO QUADRATICA 


62. O estudo da fun 9 ao quadratica, ate o momento, foi feito atraves de uma analise grafica. 

Surge agora o problema da determina 9 ao das coordenadas do vertice da parabola e da determina 9 ao dosvalores 
de x que tornam a fun 9 ao positiva, nula ou negativa. Esse problema sera resolvido atraves do estudo algebrico da 
fun9ao. 

Para isso vamos considerar a fun 9 ao definida pela equa 9 ao y = ax 2 + bx + c, com a 0, escrita numa 
outra forma, chamada forma canonica: 


y = a • 




.41 

4a 2 


J 


ou 


(x + 


_A 2 _ A 

2a J 4a’ 


onde A = b 2 - 4ac. 


Essa forma e obtida a partir de y = ax 2 + bx + c atraves de artificios matematicos. 


63. 


Conjunto imagem, maximo e mi'nimo da fun 9 ao quadratica: 

Seja a fun 9 ao quadratica definida por: y = a • (x + ^) 2 - onde A = b 2 - 4ac 


1?) Consideremos a > 0: 


a • (x + tt- ) 2 > 0, Y x G 1R 
-Za 


positivo nao negativo 


Somando o numero 


— a ambos os membros temos: 
4a 


, , b \2 A 

a * (x + 2a ” 4a 


_a 

4a 


portanto: y > - VxER 

Ou seja, para todo x£R, corresponde y E R tal que y > - 
Entao: 



2?) Consideremos a < 0: 

a- (x +^ )2 < 0, VxG R 


\ 


negativo nao negativo 


Somando o numero 


4a 

/ , U \2 la ^ A 
3 ' X + 2a ” 4a ^ ” 4a 


a ambos os membros temos: 


portanto: y < - VxE R 



Ou seja, para todo xGR, corresponde y E IR tal que y < - A 
Entao: 


Se a < 0, Im(f) - {y E R I y < - ^-}, onde A = b 2 - 4ac e - e o maior valor assumido 
pela funsao f. a 

Portanto, quando a < 0 a fun 9 ao tem um valor maximo, isto e, a fun 9 ao tem um ponto de 

maximo de ordenada y = - . 

4a 


64. Determina 9 ao das coordenadas do ponto de minimo ou do ponto de maximo de uma fun 9 ao quadratica: 

No item anterior, (item 63) vimos que a ordenada do ponto de minimo ou de maximo e y = - ^ . Calculemos 
entao a abscissa desse ponto, substituindo y por - na forma canonical 3 

T-a 


X-. ■(*+£)’ -4. 

- = a • (x + £ ) 2 - A 

4a v 4a 4a 


0 = a . (x + ^) 2 


ou a • (x + ) 2 = 0 e como a =£ 0, (x + ^-) 2 = 0 

za 2a 


ou 


seja: x + — = 0 



abscissa do ponto de minimo ou de maximo. 


O ponto de minimo ou de maximo e chamado vertice da parabola que representa a fun 9 ao. Portanto, 
o vertice tem como coordenadas V(- , - ^), que sera um ponto de minimo se a> 0 e sera um pon- 

to de maximo se a < 0. 


65. Aplica 9 ao: determine o conjunto imagem e as coordenadas do ponto de minimo ou de maximo das fu^oes 
deflnidas pelas equa 9 oes seguintes. Para isso acompanhe a seqiiencia de raciocinio, completando o que se pede. 


a) y = x 2 - 2x - 3 

a = > 0; entao a fun 9 ao tem um ponto de a parabola e do tipo 

b = 

c = zi; 

A = b 2 - 4ac = (-2) 2 - 4 . 1 . (-3) = 4 + /£ = /6 

\ 

A __ — 4 - 

" 4a ' 4 . /. " -•••- 



Im(f) = {y£ R I y > 
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* 


x = _JL = __r2_ 

2a 2-1 


-c2 

4 


-=+ L 


vertice - 


y = ” 4a 


O vertice tern como coordenadas V( 




), ponto de 


rric/rwrru^- 


b) y = x 2 

a = ' >0; entao a funcao tern ponto de 7Yl7/rw Z^^... e a parabola 6 do tipo 

b = 

A = b 2 - 4ac = . . . . T.'.. P . . 

- — = -~— = ° 

4a t 

lm(0 = {y ^ IRly 0} 

b __ O _ s~\ 

x = - — = - 7 — 7 - ^ 

2a <2. £ 


vertice < 


y = “4i = 


£ 


0 vertice tem coordenadas V( ponto de • 


c) y = 2x 2 - 4x + 4 

a = ....£ > 0; entao a fun?ao tem ponto de e a parabola e do tipo 


b = 


c = 
A 


_ -"Z" 

4 oc = (- 4) x - 4. 2.4 = -34. - -/« 


_A - _ 


4a 


t. ,2 <5 


- + c2- 


Im(f) = {yS R I £.£.£„.} 


- b = _ -4 £ ~ + { 

x = £:.?k £ 


vertice < 


y = ..f.?:, 


- A 


0 vertice tem coordenadas V( , 


), ponto de 




d) y = -x 2 - 2x + 3 

a = ”* ^ <0; entao a funsao tem ponto de e a parabola e do tipo 

b = 



A_ 

4a 


/6 


- - _al - / 4 


-4 

Im (0 = {y.&.JE./y...£...£. } 


A.~ ~g - . y 

x = -.^.zinn -.y.:..:.L 


vertice * 


A_ = 4 

y = .^ct; 

0 vertice tem coordenadas V ( ~..4:.... , ...f?..... ), ponto de > T uzccx/rri& ■ 
e) y = -2x 2 + 8x - 8 

a = ...A... < 0; entao a fungao tem ponto de rriacc^rno- e a parabola e do tipo .. /£ 

b = 3 

c = 22! 

4a ....£X:.£l 2.... 

Im(0 = £.<?.} 

-6 5 


vertice < 


X * ja jL. f-a.) 


= o 


-=+ 2. 


y = ... 4 . 9 ?. 


O vertice tem coordenadas V( ... 4 ...... ..£... )» ponto de ..Z9?£ oC/ ^ rrl& ' 

0 y = -x 2 + 4x - 5 

a = < 0; entao a fun?ao tem ponto de -ynj^x^rus- e a par £bola e do tipo / \ 

b = 4 

c = . 

a = ... $2z /£ -20.7.- * 


A_ 

4a 


-4 


- — £- = _/ 

fj-jl 

Im(f) = 


__A-_ 4 _ 4 

x = <2a,~ a. T- o _ ~ * 


vertice < 


A =-i 


y = .. 4 .°?.. 

0 vertice tem coordenadas V( £ ). ponto de rnacecrri&- 
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66. Zeros da fun 9 ao quadratica: 

Seja a fun 9 ao quadratica definida pela equa 9 ao y = a • (x + ^) 2 - onde A = b 2 - 4ac. 

Os zeros da fun 9 §o sao os valores de x tais que f(x) = 0, isto e, os valores de x para os quais y = 0. 

b 2 A 

Para calcula-los, vamos substituir y por Oem y = a • (x + 2 ^) - ^ : 


n / , b n2 A 

0 = a - (x + ra ) ~ 4a 

° U a . ( X + ^) 2 - A = ° 


(x + 


Jb.^ = A. 

2a ’ 4a 2 




Va 

2a 


X = 


_b + n/A~ 
2a 2a 



valores de x, para os quais a fun 9 ao se anula. Esses valores tamb6m sao chamados 
de raizes da fun 9 ao. 


Entao, observe que: 

1?) para A > 0 , VA 6 R e portanto existe Xi £ 1R e x 2 £ 1R, Xj =£ x 2 , 

-b - VA _ .. _ -b + x/ZT 


onde X! = — e x 2 

tais que f(xj) = 0 e f(x 2 ) = 0 


2a 


29) para A = 0 , \/A = 0 G JR; portanto existe XjGJR e x 2 ER, X! = x 2 , 
-b - y/0 b ^ -b + y/0 _ b 


onde Xi = ~ - - ~ 

1 2a 2a 

tais que f(xj) = 0 e f(x 2 ) = 0 


= -li> 6 X2 = 27 


2a 


39) para A < 0 , A ^ IR; portanto, nao existe x E R tal que f(x) = 0 


67. Aplica 9 ao: determine os zeros das fun 9 oes defmidas pelas equa 9 oes seguintes. Para isso acompanhe a seqiiencia 
de raciocfnio, completando o que se pede: 

a) y = 2x 2 + 4x - 6 
a = a 

b = JL 

c = 

y = 0 <=> 2x 2 + 4x - 6 = 0 

A= b 2 - 4ac = 

Va = V§ T [ = „8_ 
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X = 


- b ± Va 

2a 


*1 = 


x 2 = 


-b - \fK 

-4- -8 


3. 3. 

£ 3 

La 

-b + VA 

-4+8 

- * -l 

d. a 

4 


2a 


Os zeros da furu^ao sao e 

b) y = x 2 - 2x - 8 


a = l 


b= ^ 

c = 

y = 0 <=> x 2 - 2x - 8 = 0 

A = b 2 - 4ac = (~32t z £•. i:. f~£lz 1. 1 M - 36 
Va = /36 - 6 


-b ±Va~ 


2a 


*1 = 


x 2 = 


-b - Va~ 

2a 

-b + vT 

2a 


oL. £ 

a. 

<2 

~ (~d) + 6 

_ ^<2 ^6 _ 

<3 _ ^ 

c 2.1 

i 

c2 


Os zeros da fun 5 ao sao A..... e 

c) y = -x 2 + 6x - 9 

a = ......... 

b = 6 

c = 

y = 0 <=> -x 2 + 6x - 9 = 0 

A = „6j-fac - 5 02 

VA = 


X = 


- 6^/a 7 

2a 


• {'"■9Jr s 3 6- 36*Q 
-6 -I/S' . -6-0 _ -6 _ 3 


X, = *CL d:.fr..V.....7.3r. 


x 2 


_ oza. 


<£.(-!) -7L 


=r 3 


O zero da fun^ao e 


d) y = 2x 2 - 3x 
a = <2 
b = ~3 

c = 

y = 0 <=> 2x 2 - 3x = 0 

A = j£ tc ? (- 3)°*-- 4-. Q..O = 9 

sfK = Y? = 3 
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X = 


< 


X 



<Z CL 


- -(-3)-3 - 3-3 _ O , n 

i = d.-.2 4 4 

-b ±YA^_ - ~(-3) + 3 - 3 + 3 _ 6 _ _3 

x 2 = £«; .7 4 4 1l 


Os zeros da funsao sao O e 3 

< 2 , 


e) y = x 2 - 4x + 5 

a = 

b = ...- £ 
c = ...5... 

y = 0 <=> x 2 - 4x + 5 = 0 
A = ...£^-.£ac^/-^.£.£..£.£5.y6 

\/a" = \/^4~ $ R; portanto nao existe x S R tal que f(x) = 0 
A fun 9 §o definida pela equa^o y = x 2 - 4x + 5 zeros em R. 


ESTUDOS DOS SINAIS DA FUNQAO QUADRATICA 

68. Faremos um estudo da varia^o do sinal da funsao quadratica apenas a partir do grafico, relacionando esses 
sinais com o coeficiente a da equa^o y = ax 2 + bx + c e os zeros da funsao definida por essa equa^o. 

Assim, considere a fun9ao f : R -* R 

x > y = ax 2 + bx + c, com a 0 


1?) A > 0 <=> 3 XjGR, x 2 ER, Xi =£ x 2 , tais que f(xj) = 0 e f(x 2 ) = 0 
1 - Se a > 0: 


a) A parabola que representa a fun9ao f e do tipo 

b) O esquema de sinais de f e: 




c) Portanto: 

f x < X! ou x > x 2 => f(x) 0 (tern o mesmo sinal de a) 

I x x < x < x 2 => f(x) M < iW§ 0 (tern sinal contrario ao de a) 


I 
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2 — Se a < 0: 

a) A parabola que representa a fun9§o f e do tipo 


b) 0 esquema de sinais de f e: 



c) Portanto: 

f x < Xi ou x > x 2 =► f(x) 0 (tem o mesmo sinal de a) 

1 Xi < x < x 2 => f(x) 0 (tem o sinal contrario ao de a) 


2?) A = 0 <=> axjER, x 2 e R, Xi x 2 tais que f(xO 


1 - Se a > 0: 

a) A parabola que representa f e do tipo 

b) 0 esquema de sinais de f e: 



0 e f(x 2 ) 



0 


c) Portanto: 

VxER, x ^ Xj => f(x) 0 (tem o mesmo sinal de a) 


2 - 


Se a < 0: 

a) A parabola que representa f e do tipo 

b) 0 esquema de sinais de f e: 




c) Portanto: 

VxER, x =£ \ x =» f(x) 0 (tem o mesmo sinal de a) 


3?) A < 0 ^ x E: 1R tal que f(x) 0 

1 - Se a > 0: 

a) A parabola que representa f 6 do tipo 


V 
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b) 0 esquema de sinais de f 6: 



c) Portanto: 

YxGR, f(x) . 0 (tem o mesmo sinal de a) 


2 - 


Se a < 0: 

a) A parabola que representa f e do tipo 

b) O esquema de sinais de f e: 




c) Portanto: 

YxG R, f(x) 0 (tem o mesmo sinal de a) 


69. Em resumo: 


{ para x < Xi ou x > x 2 , f(x) tem o mesmo sinal de a 

para x t < x < x 2 , f(x) tem o sinal contrdrio ao de a 

Se A = 0, entao para todo x Y x 1? f(x) tem o mesmo sinal de a 
Se A < 0, entao para todo xGR, f(x) tem o mesmo sinal de a 


70. Aplica 9 ao: 

1?) Fa$a um estudo da varia 9 ao do sinal da fun 9 ao definida pela equa 9 ao y = 2x 2 - 8x + 6. Para isso complete 

a) Calculo dos zeros da fun 9 ao: 

a = <2. > 0, o grafico da fun 9 §o e uma parabola do tipo 

b 

c= 

A= b 2 - 4ac = 3 J m <2 . & ~ & 4 - 

Va = US' = 4 


\J 



. 


-b ±VA 


. rr 3 - 4 

= -b WE = 


2a 


x 2 = 


-b + VA _ j" £ 


/«2 




= J 


2a 


Entao: 

x = 1 => f(l) = 0 
ou 

x = ...3 ... «* 


b) Esquema de sinais da fur^ao: 



c) Varia 9 ao do sinal da func^ao: 

Se x <. % p ou x > ...'3...... entao f(x) > 0 


Como a > 0: < 


Se < x < entao f(x) < 0 


2?) Seja a fun 9 ao f definida por y = -x 2 - 2x + 3. Determine os valores de x para os quais a fun 9 §o assume 
valores positivos. Para isso complete: 


a) Calculo dos zeros da fun 9 §o: 

a = < 0, o grafico da fun 9 ao e uma parabola do tipo 

b = 

c = 3 

sTE = 'i£A=± 


/] 


Entao: 

x = .A.... => f(A.) = 

ou 

x = ,~P.. => f(~ 3) = 


nv 


b) Esquema de sinais da fun 9 ao: 


c) Varia^o do sinal da fun 9 fo: 


Como a 0: 


r Se x < 3" ou x > ....r...... entfo f(x) 

L Se ....3. . < x < entfo f(x) 


d) Solu9ao: 

A fun 9 ao assume valores positivos para todo x tal que -3 < x < 1, isto 6: 
f(x) ...£....0 *=* < x < 

ou o conjunto dos valores de x tais que f(x) >0 6 : 

V = {xe r I -.3... < X < 


39) Seja a funfao definida por y = x 2 - 3x - 10. Determine os valores de x para os quais f(x) > 0, ou seja, 
y > 0 ou ainda x 2 - 3x - 10 > 0. Para isso complete: 


a) Cilculo dos zeros da funfao: 

a = rtr...3... v r?. , o grafico da funfao 6 uma parabola do tipo 

b = ..-.3... 

c = . - ./2. 

Va = J$k=7 . 



-6--/2T - 3- 7 _ -4 



r- 

X 1 = 

<*> a. 

2. £ 

<z 

-b ±\/K j 

x = — ^ i 

2a 


-.6 7^/<d 

\ 3 + 7 * 

so _ 


x 2 = 

a.. a. 

<2.1 

oi 


Entfo: 


x * ...7 A. => f(-.£J = ...£?. 
ou 

x = ...5]... => f(...5 ) = 


b) Esquema de sinais da fun 9 fo: 



c) Varia 9 ao do sinal da fun 9 fo: 


Como a > 0: 


Se x < j2.. ou x > entfo f(x) >0 

Se ..7.«L. < x < ...5., entfo f(x) ,<TO 


v 
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d) Solute): 

0 conjunto dos valores de x tal que f(x) > 0 e: 
V = {xG ]R I ou } 


49) Determine os valores de x para os quais x 2 - 4x + 4 < 0, isto e, determine os valores para os quais a 
inequa 9 ao x 2 - 4x + 4 < 0 6 verdadeira. Para isso complete: 


a) Calculo dos zeros da fun 9 ao deflnida por y = x 2 - 4x + 4 

a = . 0 grafico da fun 9 ao e uma parabola do tipo L/ 

b = 

c = mm j£ mmmmm 

A = 

Va ~W=o . 


-b ±\/a" 

2a 


Xi = x 2 = 


Entao: 




_b_ = 

2a £.£ 


b) Esquema de sinais: 



c) Varia 9 ao do sinal: 

Como a Se x < ou x > #> entao f(x) >0 


d) Solu 9 ao: 

O conjunto dos valores de x tal que f(x) < 0 ou x 2 - 4x + 4 < 0 e: 

V = 3 . } 


5?) Determine os valores de x para os quais x 2 - 2x + 2 > 0. Para isso complete: 
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a) Calculo dos zeros da fun 9 ao definida por y = x 2 - 2x + 2 

a = > 0; o grafico da fun 9 ao e uma parabola do tipo 

b= 
c = 

A= 2T*- jfoeg =2 - 4 - 3 = - 

Va = 

Entao: Jx€]R tal que f(x) = 


1 / 


•> 


V 


b) Esquema de sinais da fun 9 ao: 



c) Variate* do sinal: 

Como a Yx, xGR => f(x) ,>.Q. 

d) Solu9ao: 

v = JR 


EXERCICIOS 

SEQUENCIA A 

1) Analise as fur^oes quadraticas definidas pelas equates 
abaixo, seguindo o que se pede: 

1?) O tipo de grafico que representa a fun^ao. 

2?) As coordenadas do vertice da parabola e verifique se o 
vertice e ponto de maximo ou de minimo. 

3?) O conjunto imagem da funsao. 

4?) Calculo dos zeros da fun^ao. 

5?) Urn esquema de sinais da funsao. 

6?) O estudo da varia9ao do sinal da fun9ao. 

a) y = x 2 - 6x + 8 

b) y = -x 2 + 4x - 3 

c) y = x 2 - 5x + 6 

d) y = x 2 + 2x 

e) y = x 2 + 6x + 9 

f) v = 4x 2 - 12x + 9 

g) y = -x 2 + 2x - 1 

h) y = x 2 - 2x + 2 

i) y = -2x 2 + 3x - 2 

2 9 

j) y = -x 2 + T 

l) y = -x 2 + 4x 

m) y = x 2 - 2x + 1 

n) y = 6x - x - 1 

o) y = x 2 + 3 VT x + 4 

2) Resolva as inequaqoes: 

a) x 2 - 7x + 10 >0 

b) -2x 2 + 7x - 3 >0 

c) -2x 2 + 3x - 1 < 0 


d) x 2 + 6x + 9 > 0 

e) 4x 2 - 4x + 1 < 0 
0 -x 2 - 2x + 1 > 0 

g) -3x 2 + 2x + 1 <0 

h) x 2 - x + 1 < 0 

i) x 2 + 3 > 0 

j) (x - 2) 2 > 14 - x 

3) Resolva as inequa9oes seguintes, como mostra o exemplo. 

, x 2 - 7x + 10 ^ „ 

Exemplo: — ~ ^ 0 
-x 2 + 5x - 4 

Chamando y\ = x 2 - 7x + 10 e y 2 = -x 2 + 5x - 4, o esque- 
ma da varia9ao de sinais de yi e y2 e: 




y i / 

O sinal de — e obtido atraves da combina9ao dos sinais 
Y2 

de yi e de y2, fazendo a seguinte tabela: 


X 

12 4 5 

sinal de yj 

+ 

+ i 

i 

- i 

i + 

sinal de y 2 

- C 

) + 

+ c 

) - 

- 

y i 

sinal de 

V2 

- c 

) + i 

i - c 

) + f 

► - 


V = {x£1RIx< 1 ou 2 < x < 4 ou x ^ 5 } 


Observa^ao: os valores 1 e 4 nao foram inclui'dos, pois 
anulam o denominador. 

a) (-x 2 - 4x) • (x 2 - 9) > 0 

b) (x 2 - 3x - 10) • (-x 2 + 2x + 8) < 0 


c) (-2x - 3x - 1) • (-X 2 + -j ) > 0 
4 

a I 2 ’ 1 : 3 . >0 

x - 4x - 5 


e) 


- 6x + 9 
x - 3 


<0 


0 TT 


x - 7x + 10 


x* — 5x + 4 


- <0 


, x - 3x - 10 
81 V-«,. 3 


>0 


-x - 6x - 5 ^ _ 

h) * > 0 

x 2 - 16 


2x + 5x + 2 ^ 

l) 5 <0 

-4x 2 + 1 


-x + 5x _ 
j) ^ 0 

X 2 - lOx + 25 


__x _r . fr + 9 > - Q 

-x 2 + lOx - 25 


RESPOSTAS 

l) 

a) V(3, -1), ponto de minimo; Im = {y E]R I y > - 1 }; 
xi = 2 e x 2 =4; x <1 2 ou x>4=^f(x)>0 e 
2<x<4 =* f(x) < 0 

b) V(2, 1), ponto de maximo; Im = {y E]R I y < 1 }; 
xj = 1 e x 2 = 3; x < 1 ou x > 3 => f(x) < 0 e 
1 < x < 3 => f (x) > 0 

c) V = ponto de minimo; Im= {yE]R I y }; 

xj = 2 e x 2 = 3; 

x<2 ou x > 3 => f(x) > 0 e 2 < x < 3 => f (x) < 0 

d) V= (- 1 , - 1 ), ponto de minimo; Im = {y E IR I y >-l }; 
x j = — 2 e x 2 = 0 ; 

x < -2 ou x > 0 => f(x) > 0 e -2 <x < 0 =*f(x )<0 

e) V(-3, 0), ponto de minimo; Im = {y E ]R I y ^ 0 }; 

Xi = x 2 = -3; x =£-3 =>f(x) >0 
3 

f) V(y , 0), ponto de minimo; Im = {yE]R I y ^0}; 

*i = x 2 = ; x Y y =>f(x) >0 

g) V(l, 0), ponto de maximo; Im = {y E R I y <0}; 
xj = x 2 = 1 ; x'Y 1 =>f(x) <0 


h) V(l, 1), ponto de minimo; Im = {yEjR I y > l}; 

xER, tal que f(x) = 0; Yx E ]R, f (x) > 0 

3 7 7 

i) V(— , -y ), ponto de maximo; Im = {yE]R I y }\ 

J x EK, tal que f(x) = 0; Yx ER, f(x) < 0 

9 9 

j) V(0, — ), ponto de maximo; Im = {y ElR I y }; 

3 3 

xi = -y « x 2 =y; 

x>y => f(x) < 0 e - y< x < y =>f(x)>0 

l) V(2, 4), ponto de maximo; Im = {y E ]R I y < 4 }; 

X! = 0 e x 2 = 4; 

x<0 ou x > 4 => f (x) < 0 e 0 < x < 4 => f (x) > 0 

m) V(l, 0), ponto de minimo; Im = {y E R I y ^ 0}; 

x ! = x 2 = 1 ; x Y 1 =>f(x) >0 
1 25 

n) V( j 2 * “ ” 4 " )> ponto de minimo; Im = {y E ]R I y > 

> 25 , 1 1 

^-“4- /; x i = "3 e x 2 = -j; 

x <-y ou x >y =»f(x) >0 e -y <x < y =>f(x) <0 

o) V (- , - y ) ponto de minimo; Im = {y E R ly> 

>-jh Xj = -2\fi e x 2 =-\/2 ; 

x<-2 \fl oux>-\/T =>f(x)>0 e 

-2 \/7 < x < - vT => f(x) < 0 

a ) V={x€Rlx<2 OU x>5} 

b) V = {xGJR I y <x <3} 

c) V = {xGK lx<you x ^ 1 } 

d) V = JR - {-3} 

e) V = {y} 

0 V = {x€]R 1-1 -VT<x<-l +vT } 

g) V= {xGE I x < - you x > 1 } 

h) V = 0 

i) V = ]R 

j) V = {x 6R I x <-2 ou x >5} 


a) V = {xGK I -4 ^-3 ou 0 ^ x ^ 3 } 

b) V={xGKlx<4 ou x > 5 } 

c) V = {x€R I x <-l ou x > } 

d) V = {xG1R 1-1 <x<j ou x > 5 } 

e) V = {x£R I x <3} 

0 V = {x6 Rll<x<2 ou 4 < x < 5 } 

g) V = {x (E ]R I x < - 2 ou 1 < x < 3 ou x >5} 

h) V = {x£ 1R I -5 <x <-4 OU - 1 ^ X < 4 } 

i) V= {x€ 1R I x<-2 ou x > Y } 

j) V = {x€RlO<x<5} 

1) V = {3} 


r . t ' 
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SEQUENCIA B 


1) Determine os valores reais de m para os quais: 

a) a equa^ao x 2 -6x-m-4 = 0 admite duas raizes reais 
e desiguais. ttz. < /3 

b) a equa^ao mx 2 - (2m - 2)x + m - 3 = 0 admite raizes 
reais e iguais. 7TI =r — / 

c) a equagao x 2 - (m + 4)x + 4m +1=0 nao admite 
raizes reais. < r?/l <T 6 

d) a inequa^ao -2x 2 + 3mx - 9 < 0 seja verdadeira para 

todo x€E]R (sugestao: A < 0).- <2 ^ 

e) a inequa^ao x 2 + 2x + m-10>0 seja verdadeira para 
qualquer valor de x. 

(Sugestao: A < 0) TV, ;> // 

0 a inequa(jao -x 2 - (m + 4) - 4m -1^0 seja verdadeira 
para qualquer valor de x. £ C -m <C & 

2) Dado U = 1R, determine o dominio das fun^oes definidas 

pelas equa 9 oes: 

a) y = \/x 2 + 3x - 10 






b) y = Vx 2 - 2x - 15 0=/xeJR/x^-3.ou.Z^5l 

c) y = \/-x 2 + 2x D ^ lR/oc ^ 3.J 

d) y 


x 2 - 12 0 = £?-{' 5 , 5 } 


e) y x 3 — D= /xeJR/0<JC< £f 

V-x 2 + 2x 


n i. P- X <lj 


-4x 2 + 4x - 1 


g) y = 


!-x 2 + 3x - 5 P- ! sc e. jS?/JC<1 &U- i:?4 / 


-x 2 + 5x - 4 


3) Resolva as inequa^oes: 

a) 0 < x 2 - 5x + 6 < 2 &/ *<^<2 

b) 2 < x 2 - x + 2 < 4 K^<OeuS 

c) 0 < 4x 2 - 4x - 3 < -2x - 1 {- £ / 

d) -4x - 7 < x 2 - 2x - 10 ^ J: < 5 [ 


Funcao Exponencial 

Neste capi'tuio, pretende-se que o aluno: 

a) esteja apto a conceituar e recon hecer a fungao 

exponencial. 

b) conhega as propriedades dessa fungao a partir da 
analise de graficos. 

c) esteja apto a resolver equagoes e inequagoes 
exponenciais. 


FUNQAO EXPONENCIAL 


71. Definite : chama-se funcao exponencial a funcao definida por: 

f: IR -> R 

x >-* y = a x , com a£R, a>0 e a 1 

essa definifao, assinale as afirma 9 oes corretas: 
equa 9 ao y = 2 X , com a = 2, define uma fun 9 ao exponencial. 


Aplicando 

a. (X ) A 

b. (X) 

c. (X) 

d. ( ) 
e- ( ) 
f- ( ) 

g- ( x ) 

h. ( ) 

i. (X) 

j. (X) 

1. (X) 


equasao 

equa9ao 

equa9ao 

equa9ao 

equa9ao 

equa9ao 

equa9ao 

equa9ao 

equa9ao 

equa9ao 


y = 3 X 


com 

com 


1 


y = (t) x , 


a = 3, define uma fun 9 ao exponencial. 
1 


com a = — > define uma fun 9 ao exponencial. 


y = 1 , com a = 1, define uma fun 9 ao exponencial. 
y = (-2) x , com a = -2, define uma fun 9 ao exponencial. 

com a = - — , define uma fun 9 ao exponencial. 
com a = 1, define uma fun 9 ao constante. 

com a < 0, define uma fun 9 ao exponencial. 

com a > 1, define uma fun 9 ao exponencial. 

com 0 < a < 1, define uma fun 9 ao exponencial. 

com a G R, a > 0 e a ¥= 1, define uma fun 9 ao exponencial. 


y = (- 4) x , 
y = a x , 
y = a x , 
y = a x , 
y = a x , 
y = a x , 


GRAFICO DA FUNQAO EXPONENCIAL 

72. Seja a fun 9 ao f: R R 

x i-> y = a x , com aGR, a>0 e a^l 
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Os graflcos da funsao exponencial, quando a > 1 e 0<a<l sao do tipo: 
a > 1 0 < a < 1 




73. Fasamos uma analise da fun 9 §o exponencial atraves do seu grafico. Para isso, consideremos os casos em que 
a seja maior que lea esteja entre 0 e 1. 

Assim: 

19) Consideremos a > 1: 

Observe o grafico que represen ta a fun 9 ao exponencial quando a > 1 e assinale as afirma 9 oes corretas: 


a. ( ) 

b. (X) 

c. ( ) 

d. (X) 
e- (X) 
f. ( ) 
g- (X) 

MX) 
i- ( ) 

j. ( X) 

l. (X) 

m. ( ) 

n. (X) 

o. (X) 

P- ( ) 

q- ( x) 


Para x = Xj corresponde f(x t ) = a Xl < 0. 

Para x = Xi corresponde f(xi) = a Xl > 0. 

Para x = x 2 corresponde f(x 2 ) = a Xz < 0. 

Para x = x 2 corresponde f(x 2 ) = a X2 > 0. 

yx6R corresponde f(x) = a x > 0. 

3 x6l tal que f(x) = a x < 0. 

A funfao exponencial nao tem zeros. 

A curva que representa o grafico da fumjao exponencial nao intercepta o eixo das abscissas. 

A curva que representa o grafico da fun?ao exponencial intercepta o eixo das abscissas. 

D(f) = R e lm(0 = 1R+ 

Para x = 0 corresponde y = a 0 = 1. 

A curva que representa o grafico da fun^ao exponencial nao intercepta o eixo das ordenadas. 

A curva que representa o grafico da fun 9 ao exponencial intercepta o eixo das ordenadas no ponto (0, 1). 

Y x, e R, Y x 2 SR, se x, < x 2 entao f(x,) < f(x 2 ). 

Y x, € R, Y x 2 SR, se Xi < x 2 entao f(x,) > f(x 2 ). 

Quando a > 1 a fun?ao exponencial 6 crescente 



29) Consideremos 0 < a < 1 : 

Observe o grafico que representa a fumjao exponencial quando 0 < a < 1 e assinale as afirma^oes corretas: 


a- ( ) 

b. (X) 

c. ( ) 
d- (X) 
e. ( X) 

f- ( ) 
g- ( X ) 


Para x = corresponde f^) = a Xl 

Para x = x x corresponde f(x t ) = a Xl 

Para x = x 2 corresponde f(x 2 ) = a X2 

Para x = x 2 corresponde f(x 2 ) = a X2 

V x G R corresponde f(x) = a x > 0. 
3 x G R tal que f(x) = a x < 0. 

A fun 9 ao exponencial nao tem zeros. 









h. ( ) A curva que representa o grafico da fungao exponencial intercepta o eixo das abscissas. 

i. (X ) A curva que representa o grafico da fun 9 ao exponencial nao intercepta o eixo das abscissas. 

j. (X) D(f) = R e Im (f) = R* 

l. (X ) Para x = 0 corresponde y = a x = a 0 = 1. 

m. ( ) A curva que representa o grafico da funsao exponencial nao intercepta o eixo das ordenadas no 

ponto (0, 1). 

n. (X ) A curva que representa o grafico da fun 9 §o exponencial intercepta o eixo das ordenadas no ponto (0, 1). 

o. ( ) V Xj ER, Yx 2 ER, se Xi < x 2 entao f( Xl ) < f(x 2 ). 

p. (X ) y Xx ER, Y x 2 ER, se < x 2 entao f( Xl ) > f(x 2 ). 

9* (X ) Quando 0 < a < 1 a fun 9 §o exponencial e decrescente. 


74. Da analise do grafico da fun 9 §o exponencial voce observa que: 

19) A fu^ao exponencial e injetora, isto e, x t Y x 2 <=> a Xl Y a X2 . 


Portanto, 


a Xl = a X2 Xl = x 2 


29) Se a > 1, a fun 9 ao exponencial e crescente. 


Entao, 


Xi < x 2 <=► a Xl < a X2 


39) Se 0 < a < 1, a fun 9 ao exponencial e decrescente. 


Entao, 


Xi < x 2 <=> a Xl > a X2 


Complete, entao, as equivalences: 


a) 2 X = 2 3 ~ 

x = 3 


b) ( T )X = ( K 

<==> X 

= 5 

c) 3 X > 3 2 <=> 

X > 

2 

d) (|) X > (y) 2 

<=> X 

< 2 

e) 5 X+1 = 5 3 «=> x = 

<z 

1 x 2 1 9 

n<T> »(y) 

<=> X 

= - 3 

g) 2 X ' 2 < 2 s <=* x < 

7 

1 2X 16 

h )(j) <(|) 

<=> X 

> 3 

i) 3 X > 3 y «=> 

X > 

. y 

» (j) 1 > o 

~ X 

...<.... y 

1) a 3 < a 5 «=> 

a > 

i 

m) a 3 > a 5 <=> 

Oca. 

< £ 


Exercicios a resolver: item 1, pag. 97. 
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75. Recordemos agora algumas propriedades das potencias: 



Complete, entao, as equivalences: 

a) 2 X . 2 3 = 2 10 2 X+ -^ = 2 10 <=> x = ...7„ 

n b)-p-= 3 4 «-»• 3 x '-“ = 3 4 <=► x = ..6 

c) (2 3 ) x = 2 s ~ 2“" X = 2 s <==> x = £ 

d) 8 X = 2 9 «=*• 2™*= 2 9 <=> x = 

e) 9 X+S = 3 4 *=* 3" i - (x+s) = 3 4 <=* 2x + JO... = 4 <=> x = ~J. 

f) -px = 3 18 <=* 3 “ X = 3 18 ~ x = -9'... 

g) 5 X = ^ ~ 5 X = 5^ x = £ 

h) = T ~ ( T } ^ = ( T } ” ~ x = 


Exercicios a resolver: item 2, pag. 98. 


76. Aplica 9 ao: 

19) Resolva as equa 9 oes: 
a) 3 x2 - 5 = 3 X+1 

Voce tem: 3 x2 * 5 = 3 X+1 ~ x 2 - 5 = ..JCJ.J. 

ou X 2 - X - ... 0 ... = o 
e os valores de x sao: 


A = 6^- £.07.9.. 7. . /... z. f.7.. §2. 7..£...t.. £.77. . f.. .£7?... 

JK= y/25 = 5 


x = 


-b ±vT 

2a 


rl - 5 

x, = ± 

+ 1 j- 5 

X 2 = ± 


o2 

6 


. ~ — o2. 


- 3 


0 conjunto dos valores de x e: V = {- 2, 3} 


b) 3 x2 = 9 3x ' 4 

Voce tem: 3 x2 = 9 3X * 4 <=► 3 x2 = 3 2,( -— r) <=► x 2 = 
ou x 2 - 6x + 8 =0 


95 




e os valores de x sao: 

a = ,= 36 -30 =...£. 

Va = 1 / 4 '= < 2 . 


X = 


-b t \TK 

2a 



6 - <2 


_ o 

fXl =. 

<2 

<v? 

- od 

J 


a 

- 4 

U 2 =.. 

oZ 

<9 

- — v 


O conjunto dos valores dexe: V = { , 4 } 


0 2* 1 = 

Voce tern: 2*’ . 


2 X = 2 




X 2 = + 3*z - o2 


0 


ou * 2 - + ^ 
os valores de x sao: 

A = - 4 cyc^f 9 - 4. t. £ = c?- 8= 1 


\TK = ,/7jf / 


X/ = 


5- ^ 


■= 1 


X. 

o2 a. 


*2 cZ 


V = 


Exercicios a resolver: item 3 e 4, pag. 98. 


29) Resolva as inequa 9 oes: 
a) 2 X ' +X < 4 10 

Voce tern: 2 x2+x < 4 10 <=> 2 x2+x < 2 2 *— <=► x 2 + x < 20 
ou x 2 + x ..z3P.... < 0 

e resolvendo a inequa$ao x 2 + x - 20 < 0 vem: 
a = ...A.... > 0 e a parabola e do tipo L/ 

A = £>* 4piC f. /£- 4*. /. (-0.0) = 82 


VA= 9 


x 2 + x-20 = 0=»x 


-b ±\/a" 

2a 




-2+9 _ ^ 


V = {x e R. ..< .4 } 

b) < (4)“ 

Voce lem: (i-)*’" 1 < (i)“ _ (i .) 2 -+—‘L) < ( ^ )t x ^ « : 5 £ >oj. 

0U I 2 “?‘ Z - <5 >0 
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e resolvendo a inequa 9 §o 2x 2 - 6x - 8 > 0 vem: 
a = <2 >0 e a parabola e do tipo ...I/.... 


\TK = 


2x 2 - 6x - 8 = 0 => x = 


v = {x e R| 


z ^ < 

2 a. 






6 - /O 

4 

6^/0 

4 


ou ) 


J±-,4 

4 


o i ' Exercicios a resolver: item 5, pag. 98. 


RESUMO 


Sendo f uma furu^ao exponencial definida por 

f: R -> R , podemos afirmar que: 

x«-^y = a x , aGR, a>0 e a =£ 1 

19) 0 conjunto imagem da fun^ao exponencial f e R*, pois qualquer que seja x € R, a x e uma 

potencia positiva (base positiva =£ 1 e expoente real). 

29) A curva que representa o grafico da funsao exponencial f intercepta o eixo das ordenadas no 
ponto de ordenada 1, pois para x = 0 corresponde y = a 0 =1. 

39) Se a > 1, a fun 9 §o exponencial f e crescente em todo o conjunto R. 

49) Se 0 < a < 1, a fun 9 ao exponencial f e decrescente em todo o conjunto R. 

59) Podemos fazer o seguinte esquema de sinais: 




EXERCICIOS 

SEQUENCIA A 

1) Coloque V ou F, conforme as sentengas sejam verdadeiras 
ou falsas: 

a. ( VO x 3 = 5 3 <=> x = 5 

b ( f~) 5 X+1 = 5 3 < — > x = 4 
c. ( F) 2 2x ~ 3 =4 <=s> x = 2 


d. 

( V) 

3 2x = 9 <=> x = 1 

e. 

( V) 

(— ) x ‘?= — <=> X = — 

( 2 ’ 8- 3 

f. 

( V) 

3 X > 3 2 <=> x > 2 

g- 

( vO 

1 3 lx 

( T } < ( T } *=* x < 3 

h. 

( V) 

5 X ~ 1 < 5 4 «=> x <5 

i. 

( f) 

2 2x > 2 6 «=> x < 3 

j- 

( V) 

. 1 .3X-4 \ . 1 ,7 . \\ 

(rj) > (y ) <=> x < — 
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2) Determine os valores de x que satisfazem as senten^as: 

a) 2 4x = 4 3 

b) 3 2x . 3 3 = 3 ,s 

c) 4 2x . 16 = 4 3 

d) 125 x = 25 

e) 32 x = 8 4 

0 (2 X ) 3 = y 


g) 


2 6X 

T 


■= 2 


h) \/i 25r = 125 

i) 9 2x " 5 = VI* - 

j) 4 3X -‘ <2 x 

1 3X . 1 X+ 1 

l) (j) < (p 

v , 4 SX-3 v. , 2 ,3X 

m) (y ) > (y) 


27 . 

n)-pr < 


_1_ 

81 


o) 25 


3x > ( l)X-2 


p) 2 . < 8 


5) Resolva as inequagoes: 

a) 2 X > 8 

b) 3 X < 9 

v / 1 v X v. 1 

C) ( T> >4 

d) (y) X < 1 

e) (VT) 3X >(VI) 2X - 5 

0 (y) X >5 X 

g) 2 x2+1 >32 

h) (}) x2 <(}) 3X+4 

i) a 2x+l < a 3x , com a > 1 


j) (0, 3) x ' 3X > (0, 3) 


,X+5 


l) a x 3X > 1, com 0 < a < 1 

m) (l) x2 - 6x+9 >l 

n ) (^-) (X ' ,)2 • ( If 4 < | 

o) 2 3x . (-j) 2x2 >32'’ 


3) Resolva as equasoes: 


a) 2 X = 8 

j) 27 3 " 2x = 

b) 2X = -h 

81 

.) 2 x2 + > = -y 

c) 3 X = v^iT 

m)2 9x2 " 4 = 1 

d) 10 x = 0,001 

n) 5 x2 + x = 25 

e) sX = 715 

o) 2 x2 ’ 3 = 4 X 

f) 8 X = 32 

p) 2.5 X = 250 

g) 3 2x+i = 27 

q) 2 • 3 SX = 162 

h) 3 X S = 9 X 

r) 5.3 X = 405 

i) 27 2+x = ± 



4) Resolva as equates como mostra o exemplo: 
Exemplo: 3 2x - 3 X - 6 = 0 

Substituindo 3 X por y, voce obtem: 
y 2 -y-6=0 => y = -2 ou y = 3 


Como 3 X = y vem: 


3 X = -2 nao e solugao 
■s ou 

_ 3 X = 3 => x = 1 


Portanto, V = {l} 

a) 2 2x - 2 X - 12 = 0 

b) 5 2x - 6.5 X + 5=0 

c) 9 X - 3 X = 72 

d) 25 x - 2.5 X = -1 

e) 3 2x + 2.3 X = 0 

f) 2 2 x+ 3 -6.2 x +1 =0 (Sugestao: 2 2x+3 = 2 2x . 2 3 = 

g) 3 2x+1 - 3 X+1 = 18 

h) 4 X+2 - 2 X+3 +1=0 

i) 2 6X - 9.2 3x + 8 = 0 (Sugestao: 2 3x = y) 


8 • 2 2x ) 


RESPOSTAS: 


1) a) V 

c) 

F ( 

b) F 

d) 

V 1 

2) a) 4 


0 -1 

b) 6 


-i 

C) T 


">T 

d) T 



12 



e >T 


j) X < 


3) a) V = { 3 } 
b) V = {-5} 

O V = {y} 

d) V = {-3} 

e) V = {-3} 

0 V = {y} 

g) V = {1} 

h) V = {-5} 

i) V = {-f} 

4) a) V = {2} 

b) V = {0, 1} 

c) V = {2} 

d) V = {0} 

e) V = 0 


:) V g) V i) 

D V h) V j) 

l) x >2 

, . 6 

m) x < y 

n) x > 7 

o) x > y 

p) x < 4 

_2_ 

5 

j) V = {-§-} 

l ) v =0 

m) V = 

n) V = {-2. 1} 

o) V = {-1, 3} 

P) V = {3} 

q) V = { j} 

r) V = {4} 


0 v = {-2, -1} 

g) V = {1} 

h) V = {-2 } 

i) V = {0, 1} 
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5) a) v = {x en<|x >3} 

b) V = {x GR|x < 2} 

c) V = {x GRlx <2 } 

d) V = {x e Rlx >0} 

e) V = {x GKlx >-5} 

f) V = {x G Rlx <0} 

g) V = {x GRlx <-2 ou x > 2} 

h) V = {x GRl- 1 <x <4} 

i) V = {x €lR|x > 1 } 

j) V = {x GRl-1 < x < 5} 

l) V = {x GRlO < x < 3} 

m) V = {3} 

n) V = {x GRlx < -2 ou x > 3} 

o) V = {x GRl-1 <x<-|} 


SEQUENCIA B 

1) Resolva as equasoes: 

a) 0,333*.. = 81 

^ Mi 

b) 2^* = 64 

V= j Hj. 

c) a*=^ 

K-V|-/ 

d) 0,16 4x+1 = 

* A// 

e) (a x ) x ' 2 = (Va) 2x+2 °, com a >0 e a =£ 1 

Y=('^> 5f 

f) (a x41 ) x = (a x ) 2 , com a >0 e a =£ 1 

/ 4 t} 

g) ,(*-»)•(*+*)_ 1, com a>0 e a#l 

V={3‘ - S t 

h) 25 . 0,555 x . = 81 

I/- {-3.} 

i) 7.7 2x - 50. 7 X + 7 = 0 

V- {-*•*{ 

j) -16. 2 X + 4 X = -64 

V- { 3 f 

l) 3 2x+1 + 3 = 10. 3 X 

Y- l f 

m) 2 2 " (2 “ x) + 2 2x = 10 

Y= {£ ‘ J-/ 

n) 3 2x l - 25.3 xm - 3 X + 9 = 0 

V* fO. 3} 


o) 2 X ~ 3 + 2 X_4 = 2 X ~ 2 - 2 X -' + 14 

v = i s i 

p) 3 X+1 + 3 X + 3*' 1 = 39 

/3f 

q) 3 X - 3.3 ,_x = 8 

r) 3 3 x + 3 ,+x = 18 


s) 


25 x + 125 c x + 1 


= 5 


Y= / -2. i / 

t) 3 X + 3 X+I + £ = 40 

Kr Of 

u) 9 SX ~* 4- 81 2x ' 3 = 27 5 ' 3x 4- 3 2x ' 5 


V) 


oc 2X+l 

— — 4 V 25 x . 5 2x 1 = 125 


r*/ff 


»V 


2) Resolva: 


\ -x ^ x 
a) a < 0 


fi°, a? t =? x O/ 

V O <cl <1 /-fx e. IR t x ^ Oj 


x +^x+ 2 


x ^ 


> 1 


b) ~ 

£?) asi^r V- (x e£/x <- 4 &cc 'Yfo' \ x <j.<9tc X# iffoj 

<£')o<cl< 1 =? V={x€&/- 4 < x^-i/Io&cc<±<x<Stoj 


|2 x+y = 4 

c) | 2 xy = J_ 

v 8 


d) 


:2 y =\/7 


32 x : 4 y = 16 Y-f (3, 3)f 
el < 5' x < 5 -l ^ jc s < 3} 

0 j < (y) X < 4 ^<4/ 

g) 3~ 2 < (y) X + 1 < 3 2x ' 4 V= (*f 


3) Determine o dominio das funsoes definidas pelas equates: 

*’-T±7 

1 JR-{of = R* 


b) y = yr _ i 

c) y = VFTT o= 1R+ 


d) y = 


1 




r x - 8 


D- >3} 




99 







Funcao Logarrtmica 

Neste capi'tulo, pretende-se que o aluno: 

a) esteja apto a conceituar e reconhecer a fungao 
logarftmica. 

b) conhega as propriedades dessa fungao a partir da 
analise de graficos. 

c) adquira as tecnicas operatorias com logaritmos. 

d) esteja apto a resolver equagoes e inequagoes 
logarftmicas. 


FUNQAO LOGARI'TMICA 

77. Defini^ao: 

Voce ja sabe que o conjunto imagem da fun9ao exponencial 

f : IR-> R 

x y = a x , com a > 0 e a ^ 1 

e o conjunto dos numeros reais positivos R* C R. Portanto, f nao e sobrejetora. 

Assim, se voce considerar a fun9ao exponencial f : R-v R^ , com a >0 e a=£l,f sera sobrejetora pois 

x*->- y = a x 

o conjunto de chegada e igual ao seu conjunto imagem. 

Essa fun9ao exponencial tambem e injetora pois para x 2 ^ x 2 corresponde a Xl ^ a X2 . 

Entao a fun9ao f : R R* e bijetora e, portanto, existe a fun9ao f" 1 , que e a 

xh- y = a x , com a > 0 e a =£ 1 

fun9ao inversa de f. 

Os esquemas de flechas das fun9oes f e f -1 sao: 


IR K 



100 


r; r 



Vi i 


Como os elementos do conjunto de partida sao chamados de x e os do conjunto de chegada de y, trocaremos 
y por x e o esquema de flechas da fun9ao f _1 sera: 

e; e 



onde: y x e chamado logaritmo de x x na base a 

y 2 e chamado logaritmo de x 2 na base a 
y e chamado logaritmo de x na base a 

O logaritmo de x na base a e indicado por log a x 
Entao: 


Logaritmo de x na base a e o expoente y que se deve dar a base a a fim de se obter x: 
Assim, y = log a x <=> a y = x, com a > 0 e a # 1. 


E a fun9ao inversa da fun9ao exponencial e chamada fun9§o logaritmica e e deflnida por: 

f' 1 : TR* ]R 

x ■-* y log a x, com a > 0 e a J= 1 


78. Aplica9ao: 

IP) Usando a equivalence y = log a x <=> a y = x, assinale as afirma95es corretas: 


a. 

( X ) log 2 8 = 3 «=» 

00 

II 

CO 

(N 

b. 

( ) log 2 8 = 3 <=* 

3 2 = 8 

c. 

( X ) log 3 9 = 2 <=» 3 2 = 9 

( X ) log 3 = “ 2 <=> 3 2 = = ~g 

d. 

e. 

( ) lo &4 16 " 2 ^ ( 2^ ' 16 

f. 

U)lo gvT 3 = 2 (V3) 2 =3 

g- 

( ) log 5 5 = 1 ~ 

5° = 5 

h. 

( X ) log s 5 = 1 *=»■ 

5* = 5 

i. 

(X) log 3 1=0 <=> 

3° = 1 

j* 

( ) log 3 1 = 1 <=* 

3° = 1 

1. 

( ) loga 1=0 

a°= l,Va>0 e a =£ 1 

m. 

( x ) log 3 3 s = 5 ~ 

3 s = 3 s 

n. 

( X ) log, 0 1 000 = 3 

<=> 10 3 = 1 000 

0. 

( ) l°g 10 0,01 = - 2 

<=> 10‘ 2 = ^ = i = 
10 2 100 
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29) Complete: 


a) 

>°g 2 8 = .3. . 

<=» 2"" = 8 

b) 

O 

CTQ 

ON 

II 

<=* 4 '• = 16 

c) 

’°g i T = ■■?■■■ 
2 

^ -_L 

1 2 > 8 

d) 


l •/ ^ 

.. ~ (-y) •• = 

e) 

*°g3 Yf ~ 

■ ~ * 37 

0 

•°g 5 * = 

«=> 5° - t 

g) 

■og 10 io = x. 

*=> IC l - to 

h) 

log,o 100 = .« 

l <=> /O* A 90 

>) 

Iog .o 1000 _ 


j) 

log 10 0,001 = 

-3 ^ to'* — ~ 1 - 

■■■■■■ looo ' 

1) 

. 1 
1o 8 2 T = 

ad -x JL~i. 


m) log a x = y <=> cx/ ~ , com a > 0 e a =£ 1 


Exercicios a resolver: item 1, pag. 111. 


GRAFICO DA FUNQAO LOGARITMICA 

79. Lembrando que os graficos de uma fun 9 ao e da sua inversa sao simetricos em rela^ao a bissetriz do IP e 39 
quadrantes, os graficos da fuiK^ao logaritmica sao do tipo: 




80. Fa 9 amos uma analise da fun 9 ao logaritmica: f : R* R , com a > 0 e a ^ 1 atraves do seu grafico. 

x y = log a x 

Para isso, estudaremos o caso em que a>l e 0 < a < 1. 

Assim: 

19) Consideremos a > 1: 
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Observe o grafico da funsao logaritmica quando a > 1 e assinale as afirmagoes corretas:. 



a. ( x ) Para x = 1 corresponde f(l) = log a 1 = 0. 

b. ( x ) Para x = x x corresponde f(xj) = log a x x < 0. 

c. ( ) Para x = x x corresponde f(x0 = log a x x > 0. 

d. ( X ) Para x = x 2 corresponde f(x 2 ) = log a x 2 < 0. 

e. ( X ) O logaritmo de todo numero real entre 0 e 1 e negativo. 

f. ( ) O logaritmo de todo numero real entre 0 e 1 6 positivo. 

g. ( ) Para x = x 3 corresponde f(x 3 ) = log a x 3 < 0. 

h. ( X ) Para x = x 3 corresponde f(x 3 ) = log a x 3 > 0. 

i. ( X ) Para x = x 4 corresponde f(x 4 ) = log a x 4 > 0. 

j. ( x ) O logaritmo de todo numero real maior que 1 e positivo. 

l. ( ) A curva que representa a fun 9 ao logaritmica nao intercepta o eixo das abscissas. 

m. ( x ) A fun 9 ao logaritmica se anula para x = 1 . 

n. ( X ) A curva que representa a fun 9 §o logaritmica nao intercepta o eixo das ordenadas. 

o. ( X ) V - X! E ]R* , x 2 E R* , se Xi < x 2 entao f(x0 < f(x 2 ). 

p. ( ) V-X! G 1R* , x 2 G H* , se Xj < x 2 entao f(x0 > f(x 2 ). 

q. ( X ) Quando a > 1 a fun 9 ao logaritmica e crescente. 

29) Consideremos 0 < a < 1 : 

Observe o grafico da fun 9 ao logaritmica quando 0 < a < 1 e assinale as aflrma 9 oes corretas 



a. ( X ) Para x = 1 corresponde f(l) = log a 1 = 0. 

b. ( ) Para x = x t corresponde f(x t ) = log a Xi < 0. 

c. ( . ) Para x = x x corresponde f(x0 = log a X! > 0. 

d. ( ) Para x = x 2 corresponde f(x 2 ) = log a x 2 > 0. 


e. ( X) O logaritmo de todo numero real entre 0 e 1 e positivo. 

f- ( ). O logaritmo de todo numero real entre 0 e 1 e negativo. 

g. ( X) Para x = x 3 corresponde f(x 3 ) = log a x 3 < 0. 

h. ( ) Para x = x 3 corresponde f(x 3 ) = log a x 3 > 0. 

i. ( X) Para x = x 4 corresponde f(x 4 ) = log a x 4 < 0. 

j. ( X) 0 logaritmo de todo numero real maior que 1 e negativo. 

l. ( ) A curva que representa a fun 9 ao logarftmica intercepta o eixo das abscissas no ponto (1, 0). 

m. ( X) A fun 9 ao logarftmica se anula para x = 1 . 

n. ( /.) A curva que* representa a fun 9 ao logarftmica nao intercepta o eixo das ordenadas. 

9: ( ) V Xj E ]R* , x 2 e R* , se x { < x 2 entao f(xj) < f(x 2 ). 

P- ( X) V-Xi G 1R* , x 2 E ]R* , se X! < x 2 entao f(Xi) > f(x 2 ). 

q. ( ) Quando 0 < a < 1 a fun 9 ao logarftmica e decrescente. 

81. Da analise do grafico da fun 9 ao logarftmica voce observa que: 

IP) Se a > 1, a fun 9 ao logarftmica e crescente. 

Entao: b < c <=> log a b < log a c 

29) Se 0 < a < 1, a fun 9 ao logarftmica e decrescente. 

Entao: b < c <=> log a b > log a c 

Complete as equivalences, seguindo o exemplo: 

Exemplo: 5 < 7 <=> log 2 5 .<. log 2 7 (pois a base e 2 e 2 > 1) 

5 < 7 <=> log j 5 > log 7 (pois a base e 4- e 0 < | < 1) 

T 3 3 5 


a) 3 < 7 <=> log 2 3 

< 

log 2 7 

b) 3 < 7 <=> log i 3 

> 

log, 7 

■j 


T 

c) 3 > 2 <=> log 5 3 , 


l°g s 2 

d) 2 < 5 <=> log 3 2 

< 

lo g 3 5 

2 

T 


e) 8 > 5 <=* log jy 8 

X 

l0 §V7 5 

f) 15 13 ^ log 

15 

.< log, 13 

T 


5 

g) log t m < log_L n <=> 
T 5 

m 

? n 

h) log 3 x > log 3 y <=> 

X 

..^ y 

0 !°g a 3 < lo g a 5 

a 

i 

j) log a 10 > log a 15 «=» 

O < cc < / 


RESUMO 


82. Sendo f uma funflo logaritmica definida por f : R* 


R 


mar que: 
IP) 
2P) 
3P) 
4P) 


x w y = iog 2 


, com a > 0 e a =£ 1, podemos afir- 


0 domi'nio da fun?ao logaritmica e o conjunto dos numeros reais positivos R^ . 

A curva que representa a fun?ao logaritmica intercepta o eixo das abscissas no ponto (1, 0). 
Se a > 1, a funfao logarftmica e crescente. 

Se 0 < a < 1, a funfao logaritmica e decrescente. 

a > 1, entao log a x < 0 
0 < a < 1, entao log a x > 0 


5P) Yx € R* se 0 < x < 1 



fa > 1 , entao log a x > 0 

6P) YxeR;,sex>le | 0 < a < 1; en tao log a x < 0 

7P) Se x = 1, log a 1 = 0 ( a > 1 ou 0 < a < 11. 

8P) Existe log a x se e somepte sex>0 e a>0 e a Y 1 
9P) Podemos fazer o seguinte esquema de sinais: 


f (x) 


Exercicios a resolver: itens 2 e 3, pags. Ill e 112. 


SISTEMA DE LOGARITMOS 


83. Defmifao: seja a ftingao logarftmica f : R* -»• R 

x t-> y = log a x, com a > 0 e a Y 1 

O conjunto Im(D = {y € 1R I y = log a x}, isto e, o conjunto dos logaritmos dos numeros reals positivos na base 
a e chamado sistema de logaritmos na base a. 


84. Urn dos sistemas mais usados e o sistema de logaritmos na base 10, chamado sistema de logaritmos decimals, 
vulgares ou de Briggs. Nesse sistema, indica-se o logaritmo de urn numero real positivo x por log 10 x ou log x. 


85. Outro sistema tambem bastante usado e o sistema de logaritmos na base e = 2,7183 .. ., chamado sistema de 
logaritmos neperianos. Nesse sistema, indica-se o logaritmo de um numero real positivo x por log e x ou ?n x. 


86. Mudan?a de base: sendo f e f fun^oes logarftmicas onde 


f : R* ->• R 

x y = log a x, com a > 0 e a Y 1 
vale a igualdade: 


e f’ : R* 
x 


-> R 

>-)• y = log b x, com b > 0 e b # 1 


f’(x) = 


f(x) 

f(b) 


ou 


log b x = 


loga x 

log a b 


- •" = <] 
^ b y « » x J 


De fato, para um dado valor de x, voce tern: 

f(x) = log a x = yi 
f’(x) = log b x = y 2 


vem: a yi = b yi 






E para o valor de b: f(b) = log a b = y 3 <=> a y3 = b. 

Substituindo esse valor de b na igualdade a y 1 = b y2 vem: 

a y * = (a y 3) y2 ~ a y i = a y2 ' y 3 «=* y, = y 2 . y 3 
Como yi = y 2 • y 3 => f(x) = f(x) . f(b) 

vem: f(x) = ou seja, log b x = - |°S a * 

Essa igualdade permite calcular o logaritmo de urn numero real positivo na base b conhecendo os logaritmos 
na base a. 


87. Aplica 9 ao: 

a) Determine log 4 256, sabendo que log 2 256 = 8. 
Como log b x = 


log a X 

- — , complete: 
l°g a b 


lo g 4 


256 = _|og 3 J56 = ^_ = 4 


log 2 4 


b) Determine log, 256, sabendo que log 4 256 = 4. 
Como log b x = 


logo x 

, complete: 


log. b 


log, 256 = 


_ 1o 8 4 


(b 


i°g 4 


8 


c) Determine log 9 x, sabendo que log x = 7. 


JIOcl a. jjpa. 3 x. 

Como log b x = , vem log. x = y 




. 9 
v 3 


d) Determine log 10 o 0,001 conhecendo o logaritmo de 0,001 na base 10. 


Com log, x = 




-, vem: 




Exercicios a resolver: itens 4 e 5, pag. 112. 


PROPRIEDADES DA FUNQAO LOGARITMICA 

88. Seja a fun 9 §o logaritmica f : ]R* — * ]R 

x ■ — > y = log a x, com a > 0 e a =£ 1 

Valem as propriedades: 

1?) A imagem do numero 1 pela fun 9 ao logaritmica 6 igual a zero. 



De fato: f(l) = log a 1=0 <=> a 0 = 1 
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2?) A imagem do numero a (base) pela funsao logaritmica e igual a 1. 



De fato: f(a) = log a a = 1 <=> a 1 = a 

3a) A imagem do produto de dois ou mais fatores pela funsao logaritmica e a soma das imagens desses fatores. 
Para dois fatores temos: 



De fato: 

f(x,) = log a X, = y, <=> a y > = x,-| ^ ^ # ^ = a y, . a y 2 = a v y* 

f(x 2 ) = log a x 2 = y 2 •*=> a V2 = x 2 J 

E para o valor • x 2 : f(xi . x 2 ) = log a (xi . x 2 ) = y 3 <=> a y3 = Xj • x 2 

Substituindo esse valor na igualdade x, . x 2 = a yi+ y2 vem: 

a y3 = a yi + y2 «=> y 3 = Yi + Y 2 

y 3 = y, + y 2 => f(x, . x 2 ) = f(x,) + f(x 2 ) ou log a (x, . x 2 ) = log a x, + log a x 2 

4?) A imagem do quociente de dois ndmeros pela fun$ao logaritmica e a diferenija entre a imagem do dividendo 
e a imagem do divisor. 


f(— — ) = f(X t ) - f(x 2 ) OU log a (-^-) = log a X, - log a x 2 
x 2 a 2 


De fato: 

f(xj) = log a X, = yi 
f(x 2 ) = log a x 2 = y 2 

E para o valor — : 

x 2 


a y i = Xl 


a y 2 = 


X 2 


*yi 


vem: 


JiL = _ = a y 1 ’ y2 


*2 


a y 2 


Substituindo esse valor em — = a yi_y2 , vem: 

x 2 

a y 3 = a yi ' y2 <=> y 3 = Yi - Y 2 

y 3 = y, - y 2 ■* f(^) = f(x.) - f( X2 ) OU log a ) = log a X, - log a x 2 
Em particular, se x ( = 1 temos: 

log a — = log a -^ = log a 1 - log a x 2 = 0 - log a x 2 = - log a x 2 
x 2 x 

Assim: log a — = - log a x, que 6 chamado cologaritmo de x na base a e indica-se por colog a x. 
Entao: 


*1 


a y 3=^- 

x 2 


colog a X = -log a X 


5?) a imagem de uma potencia pela fun^o logaritmica 6 o produto do expoente pela imagem da base dessa 
potencia. 





f ( x 0 = r • f ( x ) ou log a x r = r . log a X, Y r6R 


De fato, para um dado x voce tem: f(x) = log a x = y, <=> a yi = x. 

Elevando ambos os membros da igualdade a y > = x a potencia r vem: (a y >) r = x r <=> x r = a y ' r 

E para o valor x r , f(x r ) = log a x 1 = y 2 *=> a y * = x r 

Substituindo esse valor em x r = a ry ». vem: a yz = a r yi <=> y 2 = r • y t 

y 2 = r • y 1 => f(x 2 ) = r . f(x) ou log a x r = r • log a x 

Observe que se x = a, log a a r = r • log a a = r • 1 = r, isto 6'. 


log a a r = r 


89. Aplica$ao: fa? a os exercicios seguintes, completando o que se pede. 

a) Escreva na base 2 o desenvolvimento logaritmico de y = a . b e calcule o seu valor, sabendo que log a = 4 

e log j b = - 5. 2 

log 2 y = log j (a . b) = log 2 a . + l 0 g 2 ^ = ...f .;;.5 . . = -J 

b) Escreva na base 5 o desenvolvimento logaritmico de y = a • b 2 e calcule o seu valor, sabendo que log a = 1 

e log 5 b =3. 5 

l0g 5 y = log 5 ( .<£. • £*) = log s + log 5 b± = log s CL + 4 . i 0 g 5 b = + 2 . = 7" 

c) Escreva na base 3 o desenvolvimento logaritmico de y = - ‘ P ■ e calcule o seu valor, sabendo que log a = 4 

log 3 b = - 5 e log 3 c= 3. C 

log 3 y = log 3 (r4 — ;) = log 3 ( . 6 + ) - log 3 C .. = Agf** 4. b- 


3 


= 4 + 4. 4-5) -3= 4-20-3 = -19 


d) Escreva na base 5 o desenvolvimento logaritmico de y = vVb 2 e calcule o seu valor, sabendo que log a = 1 
e log 5 b = 4. 5 



0 Calcule o valor de log 5 10 + 2 log 5 5 - log 5 2. 



g) Determine a expressao cujo desenvolvimento logaritmico na base 2 6 -j(l - 2 log 2 b). 
Para isso, lembrando que 1 = log 2 2, complete: 


j(l - 2 log 2 b) = I (log 2 - 2 log 2 b) = i log 2 (A) = log 2 


Portanto, a expressao e 
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h) Determine o valor de x para que a igualdade abaixo seja verdadeira: 

1 1 24 

log (x + y) + log (x - y) = logy 

log = lo g^ 

(jc r j ) . (jt - £ " ) = y e resolvendo a equa^ao: x 2 - y = y 

vem: 

jc* = 4 + 

9 9 

9 


jc — 

Voce encontrou 

5 

para x = -y 


± _£T 
3 

. .5 5 

dois valores para x, que saoy e -y 

x +-J = + y = -y < o i log (x + -j) 

< 

X 'T = '4 _ T = "f = " 2<0 " ^ l°S ( x “3") 


X+ T = 4 + T = T = 2>0 3 1 °s( x + T ) 

*-T-T-T = T>° '• 3 '°e(*-T> 


Portanto, apenas o valor x = -j 


e S0IU9S0 da equa9ao, isto e, 


V = {-§-}• 


i) Resolva a equa9ao log 2 (x 2 - 2x) = 3. 

Para resolver essa equa9§o observe que log 2 2 3 = 3. 

Entao: log, (x 2 - 2x) = 3 log, (x 2 - 2x) = log, £ 3 .. ou x 2 - 2x = £ 
x 2 - 2x . = 0 

e resolvendo a equa9ao x 2 - 2x - 8 = 0 vem: 

^ = t) 2 - 4ac — ~ 4. £• (- 3 ) — 4 -t- 3oL — 


Va 

= 1/36=6 


~C-d)-6 _ 

d-6 _ 

-4 = 

- J 




Xi = 

<2. L 

d 

d 

oZ 


X = - 

- b ± yfL < 


-62) + 6 

2+6 _ 

a _ 

4 



Zd 

x 2 = 

<2. 1 

d 

d 




x = - 2, x 2 

1 - 2x : 


. C-a) 

= 4 

+ 4= 8 >0 


para 

para 

x = 4, x 2 - 

■ 2x = 


(4) = 

/6 - 

- 8>0 ■ 3 

log (x 2 - 2x) 


portanto, V = ..f..} 


Exercfcios a resolver: item 9, pag. 112. 


j) Determine os valores de x para os quais se tern log 3 (2x - 1) < log 3 5. 

IP) 3 log, (2x - 1) «=> > 0 

< 

ou x> a , que e a 1? condi?ao 


2x) 





5 


29) Como a base e a = 3 > 1, a fun^ao e crescente. 

Entao: log 3 (2x - 1) < log 3 5 <=> 2x - 1 <„5 <6. 

ou x < 3^ , que e a 2? condi^ao 

3P) Os valores de x devem satisfazer as duas cond^oes x >-y- e x < 3. 

Voce determina os valores de x que satisfazem a essas duas condi^Ses, fazendo o seguinte grafico: 

T> 1 


portanto, V = {x E 1R 


..di... 


< X < 3 } 


1) Determine os valores de x para os quais se tern log < (x - 5) > logj 2. 
IP) 31og x (x - 5) «=> x - 5 >. O T 


OU X 


1? condi^ao 


2P) Como a base e a=y e 1, a fun9ao e 'n&L 


c Entao: log j (x - 5) > log 2 
T t 


x - 5 2 v=^ < -2 + 5 


ou x < 7 


2? condi^ao 


3P) Os valores de x devem satisfazer as duas cond^oes x > 5 e x < 7. 
Graficamente, vem: 


4 


T? 


portanto, V = (x € R I 5 \ ; ~c < 7 } 


m) Determinar os valores de x para os quais se tern log 3 (x 2 - 2x) < 1. 
Para isso, lembrando que 1 = log 3 3, complete: 
log 3 (x 2 - 2x) < log 3 3" 

IP) 3 log 3 (x 2 - 2x) <=* -5.^ - 2 > O 


e resolvendo a inequa?ao x 2 - 2x > 0 vem: 
a = » a parabola e do tipo L/ 

A = £. 0^4 

VA = "/4 1 - 2 


x = <2 


+ ~ <2. o 

= — _ - O 

X. = ^ oL 


pl -h Q. _ 4 




x 2 = 


portanto \ 0 u x > 2 ->1? condi?ao 

2P) A base e a = 3 3 ] , portanto a funfao e 

log 3 (x 2 - 2x) < log 3 3 <=> ^ 3 . <==> x . * - - 3 <30 

e resolvendo a inequa^ao x 2 - 2x - 3 < 0 vem: 


I 


7 


a = .£.?... Q. , a parabola 6 do tipo \J_ 

A = kMt-A-.LXrJ.)=4 + £*. = 16 

Va = t[7£=4- 

A- 4 _ - 

X, = ,5. 




■2 + 4- 


= 3 


x 2 


portanto, < x < m 3 a -» 2? condi 9 ao 

3P) Os valores de x devem satisfazer as duas conduces x<0 ou x>2 e - l<x<3. 
Graficamente vem: 


• 1 ! 

i j w 


O 

9 

« 

f 

1 

"«* 1 1 



portanto, V= l^XA/.XX.X:. <0 ^- < ^ < 3 j 


Exercicios a resolver: item 10; pag. 113. 


EXERCICIOS 

SEQUENCIA A 

1) Aplicando a equivalence log a x = y <=> a y = x, complete: 


a) ^±=.± 

<=> 

1 * 1 
<T> "" = 8f 

b) log, 81 = 

T 

<=> 

1 

(})-•= 81 

c> log 3 27 = :.l 

<=> 

"3 i 

< 3 > ' 17 

d) log, 27 = "3 

T 

<=> 

ft)'’ 

e) log 3 4 - .A. 

2 9 


iillzl:. 

f) log 9 3 = / 

X 

<=> 

olLul 

g) log g 2 = ^ 

<=> 


h) log^j 9 = £. 

<=» 

(VT) 4 - 9 

*) >°g y /2 2 = "~- 

«=> 


j) log^vT = £ 

<=> 


1) iog| y - - 1 

<=> 



m) log, = 3 

s fa.5 


( -L) 3 = jL- 

X 1 (3.5 

n) log | f&S - - 3 

<=> 

(|)‘ 3 = ..££ 

T 



o) logj £. = - 4 

81 


3 - 

p) iog s =-j 


(sf 

q) log, f2_ =4- 
T £ 2 

- 

II 

r) log t -j= 5 

<=> 

( X ) 5 = _L 

( 3 ’ 32 

s) log 3 j = - 12 


3'"“- / 

t) log^l = - 2 

<=> 

ff A £ 


i=g * -y? - dAEL 

2 ) Coloque V ou F conforme as senten^as sejam verdadeiras ou 
falsas: 

a) (V) Se a > 1, a fun 9 ao logaritmica definida por 

y = log a x e crescente. 

b) ( V') log 2 3 < log 2 5 

c) (?) log 3 7 > log 3 9 

d) ( v ) log 5 X! < log 5 x 2 <=> xx < x 2 

e) ( V ) a > 1 e log a b < log a c => b < c 
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0 (F ) logj_ 3 < logj_5 

g) (V ) logj_ 7 > logj 9 

2 2 

h) (F) log! X! < log! X 2 «=> Xi <x 2 

2 T 

i) (V) logj_Xi < logj^x 2 <=> x i > x 2 

2 2 

j) (V ) 0 <C a <C 1 e log a b < log a c <=> b >c 

l) (F ) log ^ X! = log 2 x 2 <=> Xi # x 2 

m) (V ) log x X! = log_ L x 2 <=> xi = x 2 

2 2 

n) (\/ ) log a b = log a c <=> b = c 

(0 < a < 1 ou a > 1 ) 

o) (F ) Existe log 2 - 3 

p) (V ) Nao existe log 2 - 3 

q) (V ) Existe log 2 x se e somente se x > 0. 

r) (F ) Existe log 2 x para todo valor real de x. 

s) (f* ) Existe log 5 (x + 3) se e somente se x + 3 < 0. 

t) (V ) Existe log 5 (x + 3) se e somente se x + 3 >0 ou 

x >- 3. 

u) (V ) Existe log 15 se e somente se x + 2 >0 e 

x+ 2 

x + 2 # 1. 

v) (\/ ) Existe log (2x + 3) se e somente se 2x + 3>0, 

A — j 

x - 3 >0 e x-3^1. 


3) Determine os valores reais de x 
a) log 3 (x - 3) 


b) log (2x + 5) 

c) log j (x 2 - 3x) 

T 

d) log 5 (- x 2 + 3x + 4) 


para os quais existem: 
e > log_^-(-2x 2 -3x + 5) 
0 log x _ j (x + 2) 
g) log x (x 2 - 2x - 15) 

H) ,0 ®2X — 1 (9 - x2 > 


4) Sabendo que log 4 x = 3, calcule: 


a) log 16 x 

e) log i : 

64 

b) logi x 

T 

0 log^y 

c) log i X 

IF 

g) log 2 X 

d) log^ x 

h) log^x 


2 


5) Sabendo que log^x = 5, calcule: 
3 


a) log 4 x 

e) log 9 x 

~9~ 

4 

b) log_g_x 

0 log 81 X 

27 

16 

C) log 16 x 

TT 

g) logyr 

d) log3_x 

b) log JJ 


6) Usando as propriedades operatorias dos logaritmos,escreva 
o desenvolvimento logaritimico das expressoes abaixo, na ba- 
se a, e calcule o seu valor conhecendo log = 1 , log b = 2 

i a a 

lQ g a c = T e lo ^a d = - 3. 


a) y = a 3 - b 

2 ,3 

a • b 


b) y = 

c 

c) y = b 3 . V7 

d) y 

e) y 


= Va • b 3 . c 




0 y = a 3 • 


g) y = 


a 2 - b 


V7 


h) y 

i) y = 

j) y = 


V b 3 . 


> yfb 

C 


c 2 . frr 
Vb 3 . d 


a 


b . d z 


a 3 . yfb 


7) Escreva a expressao y sabendo que o seu desenvolvimento 
logaritinico e: 

a) log a y = 2 . log a a + 3 log a b - log a c 

b) log a y =y (log a a + 3 log a b - log a c) 

c) log a y = 2 • log a (a + b) 

d) log a y = y [ log a (a 2 - 5) + log a b - log a c] 

e) log 3 y = log 3 ~ 2 ^ + log 3 ^ + log 3 

8 ) Calcule o valor das expressoes: 

a) log 3 ^-+ logj^+logj^- 

b) log 2 -j + log 2 -i- + log 2 5 + log. i + logj . 1 . 

c) 3 log 6 2 + 3 log 6 3 

d) 4 log 2 + 4 log 5 

e ) -j log, 8 + log 2 6 - log 2 3 - log 2 4 

3 

0 log^ -tj- + 2 lo gjL 5 + colog 2 6 
5 5 T 

g) log 5 75 - 1 

H) '° g 4 lV + 2 
1 2 

i) -j [log^y + 3 log^2 + colog 2 3 + colog 2 4J 

3 3 3 T 

9) Resolva as equates: 

a) log 2 (x + 1 ) = log 2 3 . (x - 2 ) 

b) logj 2 x 2 = logj 50 

T T 

c) log 4 X + log 4 (x - 5) = log 4 3 + 3 log 4 2 

d) 2 . log 5 x = 4 . log g 3 + log 5 0,25 

e) log 3 (x 2 - x - 6 ) = log 3 4 + log 3 (x - 3) 

0 log 2 x + log 2 (x + 1 ) = 1 

g) log 2 (x + 3) = 2 + log 2 (x - 5 ) 

h) logi (x + 1 ) - logi (x 2 + 1 ) = 0 

T T 

i) 2 log 2 x = 2 + log 2 (x + 3 ) 

j) log x + log (x + 21 ) = 2 
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10. Resolva as inequagoes: 

a) log j x > log ^ 3 

b) log | (2x + 1) > logj 7 

T T 

c) log 2 x > 1 

d) log j (x - 3) > 1 

T 

e) log , (x - 1) >1 

T 

f) log 2 (x 2 + x) < log 2 12 

g) 2 . log ^ (X - 1) > log 3 2 + log 3 (x - 1) 

h) log^- (x 2 + x)< log^- 12 

i) 2 log (x - 3) < log 4 

j) log^/y (x + 4) + log^- (x - 7) < 2 log^- 2 + log^- 3 

RESPOSTAS 


2. a) V 

e) V 

i) V 

n) V 

r) F 

b) V 

f) F 

j) V 

o) F 

s) F 

c) F 

g) v 

1) F 

P) v 

t) v 

d) V 

h) F 

m) V 

q) V 

u) V 


v) V 


3. a) 

{x 

G IR 

X> 3} 

b) 

{xGIR 

x >-|} 

c) 

{x 

E1R 

x<0 ou x>3} 

d) 

{x 

GJR 

-1 <x<4} 

e) 

{x 

ER 

— J < x < 1 } 

0 

(x 

G JR 

X >1} 

g) 

(x 

G JR 

X >5 } 

h) 

{x 

GIR 

y<x <3 e x ^ 1 } 


4. a)| 

o-4 

e) 

-1 g) 6 

b) -3 

d) 1 

0 

12 h) -6 

5. a) | 

c > T 

e) 

-y g> 10 

b) 4 

d) -5 

0 

-4 h) - 10 

6) a) log a 

y = 5 


o iog a y = -y- 

b) log a 

y = f 


g) iog a y = -j- 

0 log a 

y-f 


5 

h) loga y = - J 

d) l°g a 

y = $ 


i) log, y = 

0 log a y = 


j) iog a y = 44 

7) a) y = 

2 K 3 

a • b 


JS / (a 2 - 5) • b 

c 


d)y V c 

b) y = 



e) y = 9 

c) y = 

(a + b) 2 




8. a) 2 c) 3 e) 0 

g) 2 i) 1 

b) - 4 d) 4 0-1 

h) 0 

9. a) V= {\} 

0 V = {1} 

b) V= {-5, 5} 

g) v= {^-} 

0 V= {8} 

h) V = {0, 1} 

d) V= {|} 

i) V= {6} 

e) V = 0 

j) V = {4} 


10. a) V = {x G IR lx > 3} 

b) V = {x E IR I — j < x < 3} 

c) V = {x€Mlx>2} 

d) V= {xG!Rl3<x<^-} 

e) V= {xeRll<x<j} 

f) V={xGlRlx<-4 ou x > 3 } 

g) V = {xElRlx>3} 

h) V = {xGRI-4<x<-1 ou 0 < x < 3 } 

i) V={x€lRl3<x<5} 

j) V = {x SR I 7 <x < 8} 

SEQUENCIA B 

1. Determine o conjunto verdade de: 

a) log^y (2x + 3) + log^yy (x - 2) = 

log^-(x - 6) + log^j(x + 1) 

V=0 

b) log (2x 2 - 3x + 5) - log 5 = log (x 2 + x - 6) - 

<s, <?/ 

C) 2 log^Y (x - 2) = 2 + log^y (x + 2) 

l/= /6f 

d) log^ 2 _ (2x + 1) - log^ x - log 2 _(x + 1) = - 1 

3 3 3 

e) log! (3x - 2) - logj 2x = - 1 + log ! x - logj 

T T 2 T 

/->/ 

0 2 . (log 4 x) 2 + 2 = 5 • log 4 x 
Sugestao: Substituir log 4 por y. 

K- Z" 2 / /6 7 

g) log 3 (2x + 5) < 0 

j/- ^/- £ < } 

h) -1 + log ! (x - 1) >0 

T 

14 Jx 

i) logi (x 2 - 2) < log! (2x + 1) 

T T 

^ 3 j 


log 3 


(x + 2) 


j) log x (x 2 -l)>0 

5 

y- *■ ®«. /< =£ <z -&} 

l) log | (x 2 - 12) > -2 

T 

i/=fx. e. -ff?/- -4 <x-< --ZT^ &u. ■i,/F’<x<4} 

m) log ^ (x 2 + 4x - 5) > 4 

V= fx. € 4R t '/ Z. < - ? &u xr ;> 3 j 

n) log j (x - 3) + log 2x + log (x - 3) >0 

T <*4 

Sugestao: escrever logj (x - 3) na base 4. 

T 

{x. €.JR/ 3. : > 3 j 

o) log! (log X) > 0 

2 2 

/=• { 3ce.j£/ 4. c sc < 


2) Resolva os sistemas: 


a) 


3 • 3 y 


81 


log X + log- y = 1 


^{ft, 3)ys, 1)} 


b) 


2 x .2 y = * {(1,2) '(•*,£)} 

log 2 x = 1 - log 2 y 


log 3 X = 1 + log 3 y 

C N|I = 72 9 V=r{(<? i3) J 


d) 


e) 


*n> §>} 

iog 3 x = “ log ^ y 
log x + log y = - 1 


log x = 3 + log y 
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Logaritmos Decimals 


Neste capi'tulo pretende-se que o aluno: 


a) conheqa o si sterna de logaritmos decimal's . 

b) adquira tecnicas no manejo da tabua de logarit- 


mos. 

c) aprenda a efetuar operacoes com logaritmos. 


LOGARITMOS DECIMAIS 


90. Seja a funsao logaritmica definida por f: R^ -► R 


x y = log x 


Recordemos, entao, algumas propriedades da funsao logaritmica quando a base e 10: 

ia) f(l) = log 1 = 0 

2a) f(10) = log 10 = 1 

3a) f(10 r ) = log 10 r = r, V- r E R 

4a) Xj = x 2 <=> f(xj) = f(x 2 ) ou X! = x 2 <=> logxj =logx 2 

5 a) X ! > X 2 <=> f( Xl ) > f(x 2 ) OU Xi > X 2 <=> logXi > logx 2 

6a) Xl < x 2 <=> f( Xl ) < f(x 2 ) ou Xi < x 2 <==> log Xj < logx 2 

7 a) x > 1 <=> f(x) >0 ou x > 1 <=» log X > 0 

8a) 0 < x < 1 <==> f(x) <0 ou 0 < x < 1 ^==> log x < 0 

91. Considere um numero x E R+ e o seu logaritmo na base 10. 

Observe que pelo fato de x estar compreendido entre duas potencias de 10 com expoentes inteiros e consecutivos, 
o seu logaritmo estara compreendido entre esses expoentes. 

Assim, voce tern: 
para x = 235, 

10 2 < 235 < 10 3 e log 10 2 < log 235 < log 10 3 *=> 2 < log 235 < 3 
para x = 85,3, 


10 1 < 85,3 < 10 2 e log 10 1 < log 85,3 < log 10 2 <=> 1 < log 85,3 < 2 


para todo x E R+ , 

10 c < x < 10 c+1 e log 10 c < logx < log 10 c+1 «=> c < log x < c + 1 


Como na base 10 c < log x < c + 1 podemos afirmar que: 
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Assinale, entao, as afirmasoes corretas: 

a. ( ) 10 1 < 85 < 10 2 <=> log 10 1 < log 85 < log 10 2 

b. ( ) 1 < log 85 < 2 => log 85 = 1 + 0, m 

c. ( ) A caracteri'stica do log 85 6 2. 

d. ( ) A caracteri'stica do log 8561. 

e. ( ) 10 2 < 358,4 < 10 3 <=> log 10 2 < log 358,4 < log 10 3 

f. ( ) 2 < log 358,4 < 3 * log 358,4 = 2 + 0,m 

g. ( ) A caracteri'stica do log 358,4 6 2. 

h. ( ) A caracteri'stica do log 358,4 6 3. 

i. ( ) 2 < log 584,8 <3 => log 584,8 = 2 + 0, m 

j. ( ) 0 < log 8,45 < 1 =* log 8,45 = 1 + 0,m 

l. (X ) log 8,45 = 0 + 0, m 

m. ( ) 10" 1 < 0,3 < 10° <=> log 10' 1 < log 0,3 < log 10° 

n. (X ) -1 < log 0,3 < 0 => log 0,3 = -1 + O.m 

o. ( ) A caracteri'stica do log 0,3 6 1 . 

p. ( ) A caracteri'stica do log 0,3 6 0. 

q. ( ) A caracteri'stica do log 0,3 6-1. 


92. Na pratica voce obt6m a caracteri'stica do logaritmo decimal de um numero x, do seguinte modo: 

19) Quando x > 1, a caracteri'stica e igual ao numero de algarismos da parte inteira de x diminui'do de uma 
unidade. 

Exemplo: a caracteri'stica do log 8542,8 6 3 

29) Quando 0 < x < 1, a caracteri'stica 6 igual ao numero de zeros que precedem o primeiro algarismo 
significativo da esquerda, com o sinal negativo. 

Exemplo: a caracteri'stica do log 0,00058 6 -4 

Complete, entao, escrevendo as caracteristicas: 

a) log 35,7 = ...f..... + 0,m 

b) log 35 = .....7.... + 0,m 

c) log 258,5 = + Q,m 

d) log 258 = + 0,m 

e) log 3587 = + 0,m > 

f) log 9 = + 0,m 

g) log 0,035 = + 0, m 

h) log 0,2 = + 0,m 

i) log 0,00023 = + 0,m 

j) log 0,0017 = + 0,m 


93. Verifica-se que a mantissa do logaritmo decimal de um numero 6 sempre igual a mantissa do logaritmo desse 
numero multiplicado por uma potencia de 10 de expoente inteiro relativo. 

Essa mantissa e encontrada em tabelas especiais chamadas tabua de logaritmos. 

Assim: 

t 

log 5 = 0 + 0,m = 0 + 0,69897 
log 50 = log (10.5) = log 10 + log5 = 1 + 0,69897 
log 5000 = log (10 3 . 5) = log 10 3 + log 5 = 3 + 0,69897 
Jg0,05 = log (10~ 2 . 5) = log 10‘ 2 + log 5 = -2 + 0,69897 


USO DA TABUA DE LOGARITMOS 


94. Usaremos a tabua de logaritmos para resolver os seguintes problemas: 

19 PROBLEMA: dado um numero, determinar o logaritmo desse numero. 

29 PROBLEMA: dado o logaritmo de um numero, determinar esse numero. 

39 PROBLEMA: dado um numero, determinar o cologaritmo desse numero. 

95. Dado um numero, determinar o logaritmo desse numero. 

19 CASO: 0 numero se encontra na tabua. 

Exemplo: Determinar o logaritmo de 3584. 

Voce ja sabe que log 3584 = c + 0,m ou log 3584 = 3 + 0,m 

A mantissa 0, m do logaritmo decimal de 3584 deve ser procurada na tabua, localizando-se o numero 3584 
ao lado do qual ela se encontra e que e o numero 55437. 

Entao: 

log 3584 = 3 + 0,55437 ou log 3584 = 3,55437 

Como a mantissa de um numero e igual a mantissa desse numero multiplicado por potencias de 10, voce pode, 
a partir do log 3584, determinar os logaritmos do numero 3584 multiplicado por potencias de 10. 

Assim: 

log 358,4 = 2 + 0,m = 2 + 0,55437 = 2,55437 

log 35,84 = 1 + 0,m = 1 + 0,55437 = 1,55437 

lpg 3,584 = 0 + 0,m = 0 + 0,55437 = 0,55437 

log 0,3584 = -1 + 0,m = -1 + 0,55437 = -0,44563 ou log 0,3584 = 1,55437 

log 0,03584 = -2 + 0,m = -2 + 0,55437 = -1,44563 ou log 0,03584 = 2,55437 

Determine, entao, os seguintes logaritmos decimais: 

a) log 5789 = 3,76260 m 

b) log 57,89 = $6260 

c) log 5,789 = 

d) log 0,5789 = 

e) log 0,0005789 = £j6^60_ 

0 log 87 1,2 = 

g) log 8,712 = 0 . 940/2 * • 

h) log 0,08712 = 

i) log 0,7473 = 

j) log 4,911 = 


Exercicios a resolver: item 1, pag. 124. 


* * i 

» i f 

29 CASO: O numero nao se encontra na tdbua. 

Exemplo: Determinar o logaritmo decimal de 75435. 
log 75435 = 4 + 0,m 

.*• . •% 

A mantissa do log 75437 e a mesma mantissa do logaritmo de 7543,5, a qual estara entre as mantissas dos 
logaritmos dos numeros 7543 e 7544. Na tabua, voce tern: 




numero mantissa diferen^a 

7543 87754 

7544 87760 6 

Observe que aumentando-se uma unidade no numero 7543, obtemos 7544 e houve um aumento de 6 unidades 
de 5 ? ordem decimal na mantissa de seus logaritmos. Como queremos a mantissa do logaritmo de 7543,5, devemos 
calcular o aumento da mantissa correspondente ao aumento de 0,5 no numero 7543 . 

Assim, fazendo uma regra de tres simples temos: 

1 -*6 ~1 1 6 

0 5 x J oT ~“^~ <=>x = 0>5.6 <=» x = 3 (aumento da mantissa) 

Portanto, a mantissa do logaritmo decimal de 75435 e 

0,87754 
+ 3 

0,87757 e log 75435 = 4 + 0,87757 = 4,87757 


Esse aumento de 3 unidades de 5? ordem decimal tambem pode ser obtido diretamente na tabua, na coluna 
das partes proporcionais. Para isto, localize nessa coluna a diferen^a 6 e leia ao lado do 5 o aumento correspondente, 
que e 3. 

Voce tejn na tabua, usando a tabela das partes proporcionais: 


numero 


7543 

7544 


mantissa difere^a 


87754 

87760 


P.P. 

6 


1 

1 

2 

1 

3 

2 

4 

2 

5 

3 

6 

4 

7 

4 

8 

5 

9 

5 


0,87754 
+ 3 

0,87757 e log 75435 = 4 + 0,87757 = 4,87757 
Da mesma forma voce tern: 


log 754,35 = 2 + 0,87757 = 2,87757 
log 0,075435 = -2 + 0,87757 = 2,87757 
log 0,0075435 = -3 + 0,87757 = 3,87757 

Determine, entao, o que se pede: 
a) logaritmo do numero 79327: 

a caractenstica do log 79327 e 

a mantissa do log 79327 e a mantissa do log 7932,7 


mantissa do log 7932 e diferen^a 

mantissa do log 7933 e ...<599^^ ^ 

aumento do numero 7932 para 7932,7 e 


118 


: 


mantissa do log 79327 6 0,89938 


0,8ms. 

log 79327 = ..£,§9942 

b) logaritmo do numero 58374: 


Cc^ocTptc^Tcccz ate 

Pbcf. 58374 

8 4 







) P.8 

5857 

76669 

i 


r 

0,766/9 

58574 - 


7 


4 

3 

+ 3 

5858 

766Q6 

J 



O, 76622 

log 58374 = 4 76622 






c) logaritmo do numero 834,56: 





cas&c4&t244ZccL c6&- 854,56 <8 <2, 

pp 

ru/swWtO' 

rriOsnj&A^O, 

ck^&te'nca. 

] 

5 


8545 

92643 

1 

1 


0, 92643 

8545,6 - 


5 


b 

3 

6 3__ 

8546 

84648 

J 



0,92 646 


log 834,56 = .±8.2/46 


Exercicios a resolver: item 2, pag. 124. 


96. Dado o logaritmo de um numero, determinar esse numero. 

19 CASO: A mantissa do logaritmo do numero est£ na t&bua. 

Exemplo: Determinar o numero cujo logaritmo 6 igual a 1,91190. 

Basta procurar na tabua, na coluna das mantissas,o numero 91 190, a esquerda do qual se encontra o numero 8164. 
Como a caracteristica 6 igual a 1, o numero tern dois algarismos na sua parte inteira: 

Assim: 

logx = 1,91190 <=> x = 81,64 

Da mesma forma: 

logx = 2,91190 <=► x = 816,4 
logx = 3,91190 «=> x = 8164 
logx = 4,91190 <=* x = 81640 
logx = 0,91190 <=► x = 8,164 
logx = 2,91 190 <=> x = 0,08164 

Determine, entao, os numeros cujos logaritmos decimais sao: 

a) logx = 2,68494 «=> x = ,£8£i.L 

b) log x = 0,68494 <=> x = 

c) log x = 1,68494 <-=> x = 

d) logx = 3,68494 <=> x = 

e) logx = 1,94345 <=> x = .8.7. ;'P 

0 logx = 1,78412 <=> x = P.6083 

g) logx = 2,34084 <=> x = 
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Exercicios a resolver: item 3, pig. 124. 


29 CASO: A mantissa do logaritmo do numero nao se encontra na tabua. 

Exemplo: Determinar o numero cujo logaritmo decimal e igual a 2,91215. 

A caracteri'stica sendo 2, o numero procurado tern 3 algarismos na sua parte inteira. Como o numero 91215 
nao se encontra na coluna das mantissas, tomamos as duas mantissas mais proximas por falta e por excesso, assim: 

numero mantissa diferenfa 

8168 «- 91212 

8169 <- 91217 5 

Observe que enquanto houve um aumento de 5 unidades de 5? ordem decimal nas mantissas, houve um aumento 
de 1 umdade no numero 8168 e que do numero 91212 para o numero 91215 houve um aumento de 3 unidades 
de 5? ordem decimal, o qual correspondent a um certo aumento do numero 8168. Assim, faremos a seguinte regra 
de tres, ou procuraremos nas colunas das partes proporcionais: 


P.P. 


Portanto, teremos 8168 + 0,6 - 8168,6, cujo logaritmo tern a mesma mantissa que o logaritmo dos numeros 
81686 ou 8,1686 ou 816,86 etc. 

Como log x = 2,91215, entao x = 816,86 

Da mesma forma: 

log x = 1,91215 «=> x = 81,686 
logx = 3,91215 <=5- X = 0,0081686 
Determine, entao, o que se pede: 
a) O numero cujo logaritmo decimal 6 1,71979: 

Como log x = 1,71979, vem: 

0 numero x tern <2. algarismos na sua parte inteira. 


1 

x 


= -= 0,6 


(aumento do numero 8168) ou 


71979 


P.P. 


1 mantissa por falta: 7 ^ 75 

diferen?a ^ 



l 

) mantissa por excesso: 

8 

► 

1 5 

±J 


71975 6 a mantissa do logaritmo de 53 . 4-5 
O aumento entre as mantissas 71975 e 71979 6 4 


O aumento do numero 5345 6 0,5 

log 5245,5 


71979 6 mantissa de < 


Logo, log x = 1,71979 


log 524,55 
log 5,2455 
log 0,52455 
C etc. 

x = 53 , 455 
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b) O numero cujo logaritmo 6 0,57364: 

O JC tlCL /CtlCL fa&njjz. ^n&i/tCL : 


rbc6rrW7:&- 

rrtCLmJo^a, 


3746 

57357 

H 

57364 

3747 

57368 



RR 

H 

fem 


3746 
+ 0,6 
'3746,6 


57364 

- 57357 

7 


log x = 0,57364 *=> x = 3, 7466 . 

c) 0 numero cujo logaritmo e 2,55685: 


0 numWtcr jc ,75m, 3, 3&C0 S f34&CzcCzriG7&- & l ? CL$^awsyrrier s4u*gru^xz/Av&- 


rta/rne/tO- rnamJiA^yCL, 


78 

/6 

3604 < 55678 

/3 

55685 

1 

E/zI 

3605 < 55694 



3604 

+ 

3 604, 5 


55585 

' 5 t33 7 JL. 

7 


log x = 2,55685 


:r 

Exercfcios a resolver: item 4, pag. 124. 


97. Calculo do cologaritmo de um numero. 

Dado o logaritmo de um numero, obtem-se o seu cologaritmo procedendo como se segue: 

19) Adiciona-se uma unidade a caracteristica. 

29) Troca-se o sinal desse resultado. 

39) Substitui-se a mantissa pela mantissa complementary a qual se obtem subtraindo a mantissa do numero 1. 
Exemplos: 

1 — Dado logx = 2,75821, determinar o cologaritmo de x. 

Faz-se: 

19) 2 + 1 = 3 

29) trocando o sinal, fica -3 ou 3 
39) mantissa complementar: 1,00000 

-0,75821 

0,24179 

colog x = 3,24179 

2 — Dado logx = 3,51273, determinar o cologaritmo de x: 

19) 3 = -3, -3 + 1 = -2 
29) trocando o sinal, fica +2 
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39) mantissa complementar: 1,00000 

- 0,51273 




0,48727 

colog x = 2,48727 

Calcule, entao, os cologaritmos dos numeros cujos logaritmos sao: 


a) log x = 3,76260 

b) log x = 1,76260 

c) logx = 1,76260 

d) log x = 4,76260 

e) log x '= 4,89942 
0 logx = 2,92146 


colog X = £, 2 . 37 . 40 .... 

col °g x = 200.7.4.Q.... 
colog X = 0,23740.... 

colog x = 023740. 

colog x = 7,lQQO&. 
colog x = OQ7S5.4... 


Exercicios a resolver: item 5, pdg. 124. 


OPERAQAO COM LOGARITMOS 

98. Adi 9 ao: para adicionar van os logaritmos basta adi- 
cionar as suas mantissas e a parte inteira dessa soma 
adicionam-se as caracterfsticas. 

Assim: 

3,12344 
+ 1,35652 

2,47996 

3,34501 
+ 2,92132 
0,53420 

4,80053 

a) Calcule entao: 

5,21305 

2,19272 

3,40577 

b) 3,32017 
2,21594 

5,536// 

c) ^1,83215 

4,79021 

4 , 63336 

d) 3,75234 
+ 8,93201 

6,54780 

3 £63 15 


99. Subtra?ao: para subtrair dois logaritmos adiciona-se 
o primeiro com o cologaritmo do segundo. 


Assim: 

3,25613 3,25613 

1,72543 ^ 2,27457 

1,53070 

_ 3,23456 3,23456 

2,51324 ^ + 1,48676 

2,72132 


a) Calcule, entao: 

_ 5,34721 5,34721 

2 > 4 36 15 + 3 ,56385 

2,97106 


b) 1,32654 1,32654 

3,85201 414-794 

3,47453 


c) _ 3,24679 3,24679 

5,63219 "* + 4, 36784 

7,61460 


d) _ 6,54321 6,54321 

3,07327 ** 

3,46994 
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100. Multiplicasao de um logaritmo por um numero inteiro positivo: para multiplicar um numero inteiro positivo 
por um logaritmo, multiplica-se a mantissa por esse numero e adiciona-se a parte inteira desse resultado o produto 
do numero pela caracteristica. 

Assim: 

2,90512 X 3 = (-2 + 0,90512) . 3 = -6 + 2,71536 = 4,71536 

ou 2,90512 
X 3 

4,71536 

Calcule entao: 

a) 3,39275 

X 4 

j 3 57 LOO 

b) 1,39421 

X 5 

4,97105 

c) 2,93215 

X 2 

386430 

d) 3,83145 

X 3 

f 49435 


101. Divisao de um logaritmo por um numero inteiro positivo: divide-se o logaritmo por esse numero. 


Assim: 



3,52195 L2_ 

2,53923 Z_3_ 

4.32513 / 2 

0 5 1,17398 

13 0,84641 

0 3 2,16256 

22 

19 

12 

11 

12 

05 

29 

03 

11 

25 

0 

13 

1 


1 


Observa 9 ao: quando a caracteristica do logaritmo for negativa e nao divisivel pelo numero e preciso torna-la 
divisivel pelo numero. Isso e feito por meio de um artificio como mostra o exemplo. 

Exemplo: 

3,92513:5 = (3 + 0,92513):5 = (-3 - 2 + 2 + 0,92513):5 = (-5 + 2,92513):5 = -1 + 0,58502 = 1,58502 
Calcule, entao: 

a) 4,21796 : 4 = MAtf.A. 

b) 3,24912 : 2 = .1.^455 

c) 2,93215 : 2 = 

d) 5,32491 : 5 = .iPAfPP. 

e) 1,39243 : 3 = .CAZZAL... 

f) 3,34503 : 2 = Z.AZZAA.L 
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100. Multiplica^ao de um logaritmo por um numero inteiro positivo: para multiplicar um numero inteiro positivo 
por um logaritmo, multiplica-se a mantissa por esse numero e adiciona-se a parte inteira desse resultado o produto 
do numero pela caracteristica. 

Assim: 

2,90512 X 3 = (-2 + 0,90512) . 3 = -6 + 2,71536 = 4,71536 
ou 2,90512 


4,71536 

Calcule entao: 

a) 3,39275 

X 4 

i 3. 57 tOO 

b) 1,39421 

X 5 

4,97105 

c) 2,93215 

X 2 

386450 

d) 3,83145 

X 3 

149455 


101. Divisao de um logaritmo por um numero inteiro positivo: divide-se o logaritmo por esse numero. 


Assim: 

3,52195 L3_ 

2,53923 Z3_ 

4,32513 L2_ 

0 5 1,17398 

13 0,84641 

0 3 2,16256 

22 

19 

12 

11 

12 

05 

29 

03 

11 

25 

0 

13 

1 


1 


Observa 9 ao: quando a caracteristica do logaritmo for negativa e nao divisivel pelo numero e preciso torna-la 
divisivel pelo numero. Isso e feito por meio de um artificio como mostra o exemplo. 

Exemplo: 

3,92513:5 = (3 + 0,925 13): 5 = (-3 - 2 + 2 + 0,925 13): 5 = (-5 + 2,925 13): 5 = -1 + 0,58502 = 1,58502 
Calcule, entao: 

a) 4,21796 : 4 = 

b) 3,24912 : 2 = i A §A4S6 

c) 2,93215 : 2 = lOkp'kz. 

d) 5,32491 : 5 = £06493 

e) 1,39243 : 3 = L 

0 3,34503 : 2 = .<2.6^5/ 
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Exercicios a resolver: itens 6, 7 e 8, pag. 124. 


EXERCICIOS 

SEQUENCIA A 

1) Calcule 

a) log 2334 

b) log 398,2 

c) log 1,707 

d) log 354,8 

e) log 14,35 

2) Calcule: 

a) log 52757 

b) log 6054,6 

c) log 72,308 

d) log 0,48408 

e) log 0,058049 


0 log 0,1559 

g) log 0,0089 17 

h) log 0,04583 

i) log 0,003225 

j) log 54,7 


0 log 7,6688 

g) log 353,84 

h) log 45847 

i) log 0,28765 

j) log 0,020458 


l) log 5470 

m) log 54700 

n) log 76720 

o) log 767200 

p) log 358700 


l) log 6,4295 

m) log 98432 

n) log 0,00083429 

o) log 8042,3 

p) log 500,08 


3) Calcule o valor de x, 

a) log x = 3,88429 

b) log x = 1,56761 

c) log x = 0,98958 

d) log x = 2,74060 

4) Calcule o valor de x, 

a) log x = 2,55176 

b) log x = 1,53140 

c) log x = 2,81335 

d) log x = 1,49356 


o qual: 

e) log x = 1,76305 

f) log x = 1,30103 

g) log x = 1,47712 

h) log x = 3,20222 

o qual: 

e) log x = 0,94220 
0 log x = 0,87810 

g) log x = 1,66149 

h) log x = 2,73980 


5) Calcule: (sugestao: calcule antes o logaritmo do numero) 


a) colog 232,5 

b) colog 4,758 

c) colog 0,5536 

d) colog 0,02167 


e) colog 0,003586 

f) colog 52,786 

g) colog 0,28409 

h) colog 3,5421 


6) Efetue, com os logaritmos dados, as operaodes indicadas: 

a) 2,35491 + 0,21647 + 2,95400 

b) 1,94527 + 2,93781 

c) 5,38461 - 3,28793 

d) 3,20192 - 1,57011 

e) 2,78931 - 2,93401 
0 1,56843 - '2,51479 

g) 1,80129 X 3 

h) 1,65249 x 2 

i) 3,21045 : 3 


j) 2,54932 : 2 

l) 1,43216 : 3 

m) y (0,42875) 

n) -j- (3,14968) 

o) j (2,56423) - 2 (1,42650) 


7) Usando os valores log 2 = 0,30103 e log 3 = 0,47712, calcule: 

a) log 6 

b) lOgy 

c) log 8 

d) log 12 

e) logV'HT 
0 log 0,25 

g) log 0,444 

, , , 10 

h) log — 

i) log 5 (sugestao: 5 = -y*) 

j) log 15 

8) Calcule o valor de y usando logaritmos: 

Exemplo: y = \ 2 

y = V7 <=* 

0,30103 


■ log 2 

log y = 


log y = 


log y = 0,15051 


<=> y = 1,4142 

a) y = \fl 

b) y = VF 

c) y = VT 

d) y = VT 

e) y = (0,36845) 4 
48,67 • 0,6548 


0 y 


3,4258 


g) y = V 2 3 5, 4 8 . 0,0384) 3 


RESPOSTAS 


1) a) 3,36810 

b) 2,60010 

c) 0,23223 

d) 2,54998 

e) 1,15685 


0 1,19285 

g) 3,95022 

h) 2,66115 

i) T, 5085 3 

j) 1,73799 


l) 3,73799 

m) 4,73799 

n) 4,88491 

o) 5,88491 

p) 5,55473 


124 




2) a) 

4,72228 

0 0,88473 

1) 0,80818 

6) a) 1,52538 

0 

1,05364 

1) T, 81072 

b) 

3,78208 

g) 2,54881 

m) 4,99314 

b) 2,88303 

g) 

5,40387 

m) 0,08575 

c) 

1,85919 

h) 4,66131 

n) 4,92132 

c) 2,09667 

h) 

1,30498 

n) 1,57484 

d) 

1,68492 

i) 1,45887 

o) 3,90538 

d) 1,63181 

i) 

1,07015 

o) 0,66841 

e) 

2/76379 

j) 2,31087 

p) 2,69904 

e) 3,85530 

j) 

1,27466 


3) a) 

7661 

d) 0,05503 

g) 0,3 





b) 

36,95 

e) 0,5795 

h) 0,001593 

7) a) 0,77815 

e) 

0,41842 

i) 0,69897 

c) 

9,763 

f) 20 


b) 0,17609 

0 

1,39794 

j) 1,17609 





c) 0,90309 

g) 

1,64782 


4) a) 

356,25 

d) 0,31157 

g) 0,45866 

d) 1,07918 

h) 0,52288 


b) 

33,994 

e) 8,7538 

h) 0,054929 





c) 

0,065065 

f) 7,5527 










8) a) 1,2599 


e) 

0,018429 

5) a) 

1,63358 

d) 1,66414 

g) 0,54654 

b) 2,8284 


0 

9,3027 

b) 

1,32258 

e) 2,44539 

h) 1,45074 

c) 1,7320 


g) 0,11547 

c) 

0,25680 

0 1,27748 


• d) 2,2361 
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Arcos e Angulos 

Neste capftulo, pretende-se que o aluno: 

a) conhega as diferentes unidades de medidas de 
arcos. 

b) saiba converter a medida de um arco de uma 
unidade para outra. 

c) saiba o que sao arcos congruos e suas determina - 
goes. 


ARCOS DE UMA CIRCUNFERENCIA 


102. Definite): dois pontos A e B pertencentes a uma circunferencia dividem essa circunferencia em duas partes; 
cada uma delas e chamada arco de circunferencia. 

A cada arco AB corresponde um angulo central AOB. 



Se A = B entao um dos arcos e o arco nulo e o outro e o arco de uma volta e a eles correspondem o angulo 
nulo e o angulo de uma volta. 



103. Medidas: medida de um arco AB 6 o numero real que se obtem da razao entre o arco AB e um arco unitarioU 
da mesma circunferencia, isto e: 
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v - 


med AB = 


arco AB 
arco u 


arco AB = med AB, arco u 


Os arcos podem ser medidos nas unidades grau, grado ou radiano, onde: 

19) grau: € urn arco unitario de uma circunferencia cujo comprimento 6 igual a_ ^Q dessa circunferencia. 

Portanto, uma circunferencia tern 360 graus ou 360°. ^ 

29) grado: 6 um arco unitario de uma circunferencia cujo comprimento e igual a dessa circunferencia. 

Portanto, uma circunferencia tern 400 grados ou 400 gr. 

39) radiano: 6 um arco unitario de uma circunferencia cujo comprimento 6 igual ao raio dessa circunferencia. 
Portanto, uma circunferencia tern 2 7r radianos ou 2 7r rd. 

104 . Vamos convencionar que a um arco unitario corresponde um angulo central unitario e desse modo o arco e o 
angulo central correspondentes terao a mesma medida. 

105 . Podemos, entao, fazer o seguinte quadro de correspondence entre grau, grado e radiano: 


0 arco 

O 

tem 360° 

ou 

400 gr 

OU 

2ir rd 

0 arco 

ft 

tern 90° 

ou 

100 gr 

ou 

It 1 

T rd 

0 arco 


tem 180° 

ou 

200 gr 

ou 

7 t rd 

0 arco 

(? 

tem 270° 

ou 

300 gr 

ou 

3n , 

— rd 


106. Assinale as afirma 9 oes corretas: 

a. (X ) Uma circunferencia tern 360° ou 400 gr ou 27r rd. 

b. ( ) Uma circunferencia tern 400° ou 360 gr ou 2n rd. 

c. (X) A metade de uma circunferencia e um arco que tern 180° ou 200 gr ou n rd. 

d. ( ) O arco de 180° tern 100 gr. 

7T 

e. (X) A quarta parte da circunferencia 6 um arco que tern 90° ou 100 gr ou-^-rd. 

f. (x ) O arco de 45° tern - 7 - rd. 

v 7 4 3 jj. 

g. ( X ) Os tres quartos de uma circunferencia 6 um arco que tern 270° ou 300 gr ou 

h. ( ) O arco de 270° tern 400 gr. 

i. ( X ) O arco de 60° tern y rd. 

j. ( ) O arco de 60° tern rd. 

l. ( ) O arco de 30° tern -y rd. 

m. (X) O arco de 30° tern -^-rd. 

o 

n. (X) O arco de n rd tern 180°. 

o. (X ) O arco de -j-rd tern 60°. 

p. (X) O arco de rd tern 18°. 
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''T,i : 


107. Fazendo uma regra de tres simples, voce pode fazer conversoes entre graus, grados e radianos. 
Exemplos: 

19) Expresse em radianos o arco 30°: 

Voce tem: 


= 6 rd 


180° 

7r rd 

30 . 7 r 

30° 

X 

X " 180 

OU 

360° 

27t rd 

30 . 27t 

v v — 

30° 

X 

360 

ou 

90° 

— rd 

z. 

7T 

30 . 2 

s. V — 


30° 


90 


= i rd 


= i rd 


29) Expresse em grados o arco 60°: 

Voce tem: 

180° 200 gr 60.200 

180 

60 .400 


— ► x = 

60 x 

ou 

360° 400 gr 

60° x > X = 

ou 

90° 100 gr 

60° — x > X= “ 

Calcule, entao, o que se pede: 

a) Expresse em radianos o arco 108°: 
Fazendo a regra de tres vem: 


360 

60 . 100 
90 


= 66,66.... as 66,7 gr 

= 66,7 gr 

= 66,7 gr 


/80°_ 

/08° 


// 


b) Expresse em graus o arco — rd: 

„ JroL 


ra 

sc - 4-Q&- # = 3/7 roL 
jc ?0<3 5 

3 7T 



3/7 rot 

2 

c) Expresse em graus o arco rd: 

JroL 


SC - 


A* L_. 180° 

JL - £70 


// 



d) Expresse em graus o arco - — rd: 

180 °. i'irct 

jc 3 rd 

4 - 


CL rd 

* 3 


I • lS °‘ 

A/ 

// 


- - 4C 5?' 36" 

33 4 
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ARCO ORIENTADO 

108. Defini^o: arco orientado e todo arco contido numa circunferencia na qual se adotou um sentido positivo 
de percurso. 

Para o nosso estudo adotaremos o sentido anti-horario como sentido positivo. 

A medida algebrica de um arco orientado e igual a medida do arco geometrico multiplicada por +1 ou -1 
conforme o seu sentido seja concordante ou discordante do sentido positivo adotado. 

Assim: 



ARCOS C0NGRUOS 

109. Consideremos uma circunferencia orientada de raio igual a uma unidade, um sistema de coordenadas cartesianas 
cuja origem coincide com o centro da circunferencia e a intersec 9 ao desta circunferencia com o eixo das abscissas 
seja a origem de todos os arcos, como mostra a figura: 



Considere, entao, o arco AP de medida a 0 e assinale as afirma 9 oes corretas: 

a. (X) A medida do comprimento dessa circunferencia 6 2n. 

b. ( ) A medida do comprimento dessa circunferencia e 47r. 

c. (X) 0 arco AP de medida a 0 tern origem em A(l, 0) e extremidade em P(x, y). 

d. (X) O percurso, na circunferencia, de medida a 0 inicia-se em A(l, 0) e termina em P(x, y). 

e. ( ) O percurso, na circunferencia, de' medida 2n + a 0 inicia-se em A(l, 0) e termina em B(0, 1). 

f. (X) O percurso, na circunferencia, de medida 2i t + a 0 inicia-se em A(l, 0) e termina em P(x, y). 

g. (X) O percurso, na circunferencia, de medida 47 t + a 0 inicia-se em A(l, 0) e termina em P(x, y). 

h. (X) 0 percurso, na circunferencia, de medida 6n + a 0 inicia-se em A(l, 0) e termina em P(x, y). 

i. ( ) O percurso, na circunferencia, de medida -2n + a 0 inicia-se em A(l, 0) e termina em A(l, 0). 

j. (X) O percurso, na circunferencia, de medida -2n + a 0 inicia-se em A(l, 0) e termina em P(x, y). 

1. (X) O percurso, na circunferencia, de medida -4n + a 0 inicia-se em A(l, 0) e termina em P(x, y). 


Observe, entao, que todo percurso, na circunferencia, de medida k . 2n + a 0 , onde k E Z,inicia-se em A(l, 0) 
e termina em P(x, y). 

Por abuso de linguagem, chamaremos de arcos todos os percursos de medida k . 2tt + a 0 , com kEZ.de 
origem A(l, 0) e extremidade P(x, y) e passaremos a indicar a medida a 0 do arco AP pelo proprio arco AP. 


110. Esses arcos de mesma origem e mesma extremidade sao chamados arcos congruos e para cada valor de k na 
expressao k . 2 tt + a 0 , teremos as medidas desses arcos. 


Assim, teremos: 

para k = 0 -* a = 0 - hr + a 0 =a 0 

para k = 1 -> a = 1 . 2tt + ol 0 = 2n + a 0 

para k = 2 -> a = 2.2n + a 0 = 4ir + a 0 

para k = 3 ot = 3 . 2jr + Oo = 67T + a 0 


1* determina^ao positiva de AP 

/'-N 

2? determina 9 ao positiva de AP 
3? determinate positiva de AP 
4^ determinato positiva de AP 


para k = n a = n.27r + a 0 -► (n + 1)? determina 9 ao positiva de AP 

para k = -1 -> a = -1 .2n + a 0 = -2n + a 0 -> 1^ determina 9 ao negativa de AP 

para k = -2 -* a = -2.27T + a 0 = -47r + a 0 2? determina 9 ao negativa de AP 

para k = -n -> a = -n.27r + a 0 -> n& determina 9 ao negativa de AP 

Observe que a diferen 9 a entre duas determina 9 oes quaisquer do arco AP e um numero multiplo de 2n. 
Podemos dizer, entao, que: 


Dois arcos sao congruos quando a diferen 9 a entre as suas medidas e um numero multiplo de 27 t. 


111. Aplica 9 §o: 

7T 

a) Calcule a 4? determina 9 ao positiva de um arco quando a 0 = ~r. 

o 

Teremos a 4? determina 9 ao positiva quando k = ....3.. . 

Entao vem: ^ 

JL- srl 

6 


a = k.27r + a 0 = 6 


. 6 .. 

b) Calcule a 2* determina 9 ao negativa do arco o 0 = 60°. 

Teremos a 2^ determina 9 ao negativa para k = “ e calculando em graus vem: 
a = k.27r + a 0 = 2* + ..60f = ,^.360% 60°=. 

360° 

ou calculando em radianos, vem: . 

„ , /r 0 -4tt+jL=-U£ 

a = k.2?r + a 0 = + 60° = 3 3 


c ) Calcule a 1? determina 9 ao positiva do arco 


7T 

T 

37tt 


Para isso, complete: 
37?r ^6 7T + 7 T 


36 7T 


6 6 
portanto: ocq = 


jL 

6 


, IT Z , 7T D 7T 

+ -r- = & 7T + — = ^ • 2 71 + -7- 

6 6 . o 


a o 
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-if 


d) Calcule a 1? determinate) positiva do arco 


103 7T 
11 


Para isso, complete: 
103 7r ..99 n + 4 n 


11 


11 


99?( 47T Q 4n n , , 47T yj 

— ’ "ir * tt * ' * ” • ii - ■•••*■ • 2 * 


portanto: a 0 = 


<5V 


ir" 


+ 7T + 


47T 


= 4- . 27T + 


11 

Tt 

11 

<*0 


. _ 1 t _ . 87 7T 

e) Calcule a 14 determina 9 ao negativa do arco — 

87 7T - 35 .?- 2n - 85 ? 2tt _/^ 2tt 

5 ' 5 5 " 5 - - 5 = " 

2 ir ^ 

= <2 . 2 7T - 7T - — = d? • 2 7T - 

* ) 

14 determinate) negativa 

87 7i 

f) Calcule a 14 determinate positiva do arco -—j- 

Pelo exercicio anterior, a 14 determinato negativa do arco - 


~/6ff 


71 - 


2 7T 


8171 In 

— e -T* 


Como a 14 determinato negativa e dada por: 

o ljr 

oc = a 0 - 2tt vem: — — = oc Q 


. -In 10 tt - In 

2n <=> a 0 = 2n - — = 


14 det. 
negativa 


14 det. 
positiva 


a o - 


3n 


EXERCICIOS 

SEQUENCIA A 


1) Diga em que quadrante estao as extremidades dos arcos 
seguintes: 


a) 

b) 

c) 

d) 

e) 

0 

g) 

h) 

i) 


AP 

AP 


AP 

'AP 


AP = 

AP = 
AP = 
AP = 

£p = 


30° 

j) AP = 

117T ^ 

T rd 

— rd 


330° 

6 

1) AP = 

TT , 

T rd 

m)£? = 

TT , 

V d 

225° 


47T j 

5 77 

— — rd 

n) AP = 

— p- rd 

6 

4 

0 

4 7T 

577 

- 7 - rd 

0 ) AP = 

— r— rd 

3 

6 

0 

In 

150° 

p) AP = 

• 



315 

In 


rd 


, O \0n A 

q) AP = — g— rd 

r) AP = rd 

4 


n n 

2) Dado o arco a = — + k .27T, onde (Xq = — (14 determinagao 
positiva), calcule: 

a) A 34 determinagao positiva de Oc. 

b) A 24 determinagao positiva de (X . 


c) A 74 determinagao positiva de (X . 

d) A 14 determinagao positiva de (X . 

e) A 14 determinagao negativa de a. 

0 A 44 determinagao negativa de Ol 

3) Dado o arco (X = 30° + k.360°, onde (X 0 = 30° (14 deter- 
minagao positiva), calcule: 

a) A 44 determinagao positiva de a. 

b) A 24 determinagao positiva de Oc . 

c) A 54 determinagao positiva de a. 

d) A 14 determinagao negativa de (X. 

e) A 54 determinagao negativa de a. 

0 A 34 determinagao negativa de O'. 


4) Calcule a 14 determinagao positiva dos arcos: 


a) 750° 

b) 1580° 


c) 


d) 


1977 

3 

2777 


e) 

0 


25 n 

3 

1 6 77 

3 
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5) Calcule a 1? determinagao negativa dos arcos: 

a) -760° 

b) -1490° 

c) -1010° 

2577 
5 


d) 


C) — 


0 - 


297 r 
3 

35 7T 


6) Calcule a 1? determinate positiva dos arcos: 

a) -760° 

b) -1490° 

c) -1010° 

, 2977 

e) — 

f) -iH. 


RESPOSTAS 


1) a) 19 quadrante 

g) 29 quadrante 

n) 29 quadrante 

b) 19 quadrante 

h) 49 quadrante 

o) 39 quadrante 

c) 19 quadrante 

i) 49 quadrante 

p) 39 quadrante 

d) 39 quadrante 

j) 49 quadrante 

q) 49 quadrante 

e) 39 quadrante 

1) 49 quadrante 

r) 29 quadrante 

0 29 quadrante 

m) 19 quadrante 



a m 


•0-4 1 

*>f 

0-iH 

3) a) 1110° 

c) 1470° 

e) -1770° 

b) 390° 

d) -330° 

f) -1050° 


4) a) 30° 


of 

b) 140° 

•f 


5) a) -40° 

c) -290° 

v 57T 

•> ~T 

b) -50° 

d) -77 

0-H-* 

6) a) 320° 

c) 70° 

of 

b) 310° 

d) 77 

Of 


SEQUENCIA B 


1) Calcule a 2? determinate negativa do arco 

#= ££ £ - <2 ^ o6 r -jiQ.it 


20 7T 

3 ' 


2) Calcule a 7? determinate positiva do arco 1440° 


oC Q — 4= 6=> oc <2/90° 


3) Calcule a 34 determinate positiva do arco -780°. 

f?' cte&rcnriuric^^ JZ -60° 

jz = 300 ° ot - /020° 


4) Calcule a 54 determinate positiva do arco - 


1 5 7T 

4 * 


<*_ r tf. ; oc - 33 \J£ 


5) Calcule a 44 determinate negativa do arco - 


167T 

3 ’ 


& ctz^ZAyrn^ TVL^xz&irci £_ 4tf_ 

jz oi Q - JUT - CC - -£gjy 
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Funcoes Trigonometricas 

Neste cap ftulo, pretende-se que o aluno: 

a) conceitue as fungoes seno, cosseno, tangente, 
cotangente, secante e cossecante. 

b) analise essas f Lingoes atraves de graficos. 

c) conhega as principals propriedades dessas fun- 
goes . 



A 


INTRODUQAO 


112. Seja a circunferencia orientada, de raio igual a uma unidade, no sistema cartesiano abaixo e P(x, y) um ponto 
qualquer dessa circunferencia. 



Considerando os percursos de medida a de origem A(l, 0) e extremidade P(x, y), no sentido positivo, assinale 
as afirma 9 oes corretas: 

a. (X) Se a = 0, entao P(x, y) coincide com A(l, 0). 

b. (X) Se a = 0, entao a abscissa de P 6 1 e a ordenada 6 zero. 

c. ( ) Se a = -y, entao P(x, y) coincide com A(l, 0). 

d. (X) Se a = -y, entao a abscissa de P 6 zero e a ordenada e 1. 

e. ( )Se0<a<-y, entao P(x, y) e um ponto do 29 quadrante. 

f. (X) Se 0 < a < entao P(x, y) 6 um ponto do 19 quadrante. 

g. ( ) Se 0 < a < -y , entao a abscissa e a ordenada de P sao maiores que 1 . 

h. (X) Quando P(x, y) percorre a circunferencia de A(l, 0) at^ B(0, 1), a varia de zero a y e a abscissa 

de P assume valores de 1 a zero, enquanto que a ordenada de P assume valores de zero a 1. 

i. ( ) Se a = 7r, entao a abscissa de P 6 1 e a ordenada 6 zero. 


t 


j. (X) Se a = 7 r, entao a abscissa de P 6 -1 e a ordenada 6 zero. 

l. (X) Se — < a < 7r, entao P(x, y) 6 um ponto do 2? quadrante. 

m. (\) Quando P(x, y) percorre a circunferencia de B(0, 1) ate A’(-l, 0), a varia de y a n e a abscissa 

de P assume valores de zero a -l,enquanto que a ordenada de P assume valores de 1 a zero. 

3tt 

n. ( ) Se a = — , entao P(x, y) coincide com A(l, 0). 

3tt 

o. (> ) Se a= — , entao a abscissa de P d zero e a ordenada 6 -1. 

3 n 

p. ( ) Se 7r < a < — , entao P e um ponto do 2? quadrante. 

q. (X) Quando P(x, y) percorre a circunferencia de A’(-l, 0) ate B’(0, -1), a varia de it a -y e a abscissa 

de P assume valores de -1 a zero,enquanto que a ordenada assume valores de zero a -1. 

r. . (X) Se a = 2n, entao o ponto P(x, y) coincide com A(l, 0). 

s. (X) Se a = 2n, entao a abscissa de P 6 lea ordenada 6 zero. 

t. ( ) Quando P(x, y) percorre a circunferencia de B’(0, -1) atd A(l, 0), a varia de -y a 27 T e a abscissa 

de P assume valores de zero a 1, enquanto que a ordenada assume valores de -1 a zero. 


113. Quando a extremidade P(x, y) do arco a percorre a circunferencia, sua abscissa e sua ordenada variam como 
mostra o quadro seguinte: 


quando a varia de: 

a abscissa de P 

varia de: 

a ordenada de P 

varia de: 

0a ! 

(19 quadrante) 

1 a 0 

0 a 1 

7T 

2 a * 

(29 quadrante) 

0 a -1 

1 a 0 

37T 
tra — 

(39 quadrante) 

-1 a 0 

0 a -1 

3n 

T a 2,r 

(49 quadrante) 

0 a 1 

-1 a 0 


FUNQAO SENO 


114. Definisao: chama-se fun^ao seno a fun^o 


f : R -► R 

y = seno de a 


onde seno de a e 
medida a. 


Indica-se seno de a por sen a. 


115. Considere a figura seguinte e complete: 


onde med AP = a e sen a e a ordenada de P 


a ordenada do ponto P, extremidade do arco AP de 
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a) Seno do arco APe a ...GZabMOCtel.... do p°nto P. 

b) Sen a 6 a do ponto P. 

c) Se a = 0, entao P = A(l, 0) e sen a = • 

d) Se a = -j = 1,5708, entao P = B(0, 1) e sen a = ...X... • 

e) Se a = n = 3,1416, entao P - A’(-l, 0) e sen a = ■ 

0 Se a = = 4,7124, entao P = B’(0, -1) e sen a = . 

g) Se a = 2jr s 6,2832, entao P = A(l, 0) e sen a = . 

h) Se a = 2 jt + entao P = .3(.Q<...Q. e sen a = . 

i) Se a = 2rr + n = 3 tt, entao P = e sena = ■ 

j) Se a = 2rr + entao P = ..B'./.O+.-.JJ... e sen a = 

l) Se a = entao P = B’(0, -1) e sen a = . 

m) Se a = -tt, entao P = e sen a = . 

n) Se a = entao P = e sen a = . 


GRAFICO DA FUNQAO SENO 

116. O grafico da fun 9 ao seno e uma curva chamada sendide, cuja representa 9 ao no piano cartesiano 6 a seguinte: 



117. Observe o grafico e assinale as afirma 9 oes corretas: 

a. (X) Para a = 0 corresponde f(0) = sen 0 = 0. 

b. ( ) Para a = y corresponde f(y) = sen— = 0. 

c. (*) Para a = y corresponde f(y) = sen y = 1 . 

7T 

d. (X) Quando a varia de 0 a y, sen a varia de 0 a 1. 

e. (X) Para a = tt corresponde f(7r) = sen tt = 0. 

f. ( ) Para a = u corresponde f(7r) = sen 7r = -1. 

g. (X) Quando a varia de y a 7r, sen a varia de 1 a 0. 

h. ( ) Para a = y^ corresponde f(-y) = sen ^ =0. 

i. (X) Para a = 4- corresponde f(y^) = sen y- = -1. 

j. (X) Quando a varia de tt a y-, sen a varia de 0 a -1. 
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l. (X) Para a = 2n corresponde f(2i r) = sen 2n = 0. 

m. ( ) Para a = 2 tt corresponde f(2 7 r) = sen 2n = 1. 

n. ( ) Quando a varia de a 2n, sen a varia de 0 a 1. 

o- (X) Quando a varia de 4^ a 27r,. sen a varia de -1 a 0. 

p. (X ) Se 0 < a < 7 r, entao sen a > 0. 

q. ( ) Se 0 < a < 7r, entao sen a < 0. 

r. ( ) Se 7T < a < 2 tt 9 entao sen a > 0. 

s. (X) Se 7T < a < 27r, entao sen a < 0. 

t. ( ) Se -7r < a < 0, entao sen a > 0. 

u. (X) Se -7T < a < 0, entao sen a < 0. 

v - (X) O esquema de sinais da fun 9 §o seno e: 



19) D(f) = R e lm(0 = {y €R|-1 < y < 1} 

29) A fun 9 ao seno 6 crescente no 19 e 49 quadrantes. 

39) A fun 9 ao seno e decrescente no 29 e 39 quadrantes. 

49) A fun 9 §o seno assume valores positivos no 19 e 29 quadrantes. 

59) A fun 9 §o seno assume valores negativos no 39 e 49 quadrantes. 

69) Arcos congruos tern o mesmo seno. 

79) A fun 9 ao seno e periodica de periodo 2?r, pois V<*o GIR, f(a 0 ) = f(<*o + k.27r) = sena 0 , kEZ 
89) Podemos tambem indicar a fun 9 ao seno por: f : IR -> ]R 

x i-> y = sen x 


FUNQAO COSSENO 


119. Defini^o: chama-se fun 9 §o cosseno a fun 9 ao 

f: IR -> ]R ^ 

, onde cosseno de a 6 a abscissa do ponto P, extremidade do arco AP 
a >-> y = cosseno de a r 

de medida a. 

Indica-se cosseno de a por cos a. 
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120. Considere a figura seguinte e complete: 

1V "V 


B (0, 1 ) 

onde med AP = a e cosa e a abscissa de P / 



J A(1, 0) x 

a) Cosseno do arco AP e a do ponto P. \ 


b) cos a e a do ponto P. 

B'(0, -1) 


c) Se a = 0, entao P = A(l, 0) e cos a = ■ 

d) Se a = = 1,5708, entao P = B(0, 1) e cos a = . 

e) Se a = it = 3,1416, entao P = A’(-l, 0) e cos a = • 

f) Se a = -y = 4,7124, entao P = S'/O.i.'.A). e cosa = . 

g) Se a = 2tt — 6,2832, entao P = .A.Ci.u.Q.)...... e cosa = ■ 

h) Se a = 2n + y = -y , entao P = 3.C.9.J..X.X e cosa = ..<? 

i) Se a = 27r + 7T = 3 tt, entao P = ..dLC'L.P.L.. e cosa = ■ 

j) Se a = 2 jr + -y = -y, entao P = e cosa = . 

l) Se a =-y entao P = e cosa = 

m) Se a = -tt, entao P = e cos a = ■ 

n) Se a = - -y , entao P = e C0S,0! = • 


GRAFICO DA FUNQAO COSSENO 

121 . 0 grafico da fun 9 ao cosseno e uma curva chamada cossendide, cuja representa 9 ao no piano cartesiano e a seguinte. 



122. Observe o grafico e assinale as afirma 9 oes corretas: 

a. (X) Para a = 0 corresponde f(0) = cos 0 = 1. 

b. ( ) Para a = y corresponde f(y) = cosy = 1. 

c. (X) Para a = y corresponde f(y) = cosy = 0. 

d. (X') Quando a varia de 0 a y, cosa varia de 1 a 0. 

e. ( ) Para a = n corresponde f(7r) = costf = 0. 

f. (X) Para a = tt corresponde f(n) = cosir = -1. 

N * 

" 
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g. (X ) Quando oc varia de — a tt, cos oc varia de 0 a -1. 

h. (X) Para a = -y corresponde f(y) = cos = 0. 

i. ( ) Para a = — ^ corresponde f(y ) = cos — = -1. 

j. (X) Quando a varia de n a y , cosa varia de -1 a 0. 

l. ( X ) Para a = 2 tt corresponde f(27r) = cos 2n = 1. 

m. ( ) Para oc = 2n corresponde f( 27 r) = cos 27r = 0. 

n. (X) Quando a varia de -y a 2n, cos a varia de 0 a 1. 

o. (X ) Se 0 < a < y , entao cos oc > 0. 

p. ( ) Se 0 < a < y, entao cos oc < 0. 

q. ( ) Se y < a < -y, entao cos a > 0. 

r. (X ) Se y < a < -y , entao cos a < 0. 

s. (X ) Se -y < a < 2 tt, entao cos a > 0. 

t. (X ) O esquema de sinais da fun 9 ao cosseno 6: 




FUNQAO TANGENTE 


124. Defini^ao: chama-se fun 9 ao tangente a fun 9 ao 
f: D -► R 

oc h* y = tangente de oc 
Indica-se tangente de a por tg oc. 


,onde D = {a ERIcosa ¥= 0} e tangente de oc 


sen a 
cos oc 


125. Aplica 9 ao: complete, considerando a defin^ao acima: 
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a) Existe tga quando cos a =£ . 


b) Nao existe tg a quando cos a ...if... 0. 

sen 0 

c) Se a = 0, entao sen 0 = ....<2... , cos 0 = e tg 0 = * 

7T 7T 7T . 77 

d) Se a = y, entao seny = # ^ , cosy = ...C?..... e portanto nao existe tgy. 

7T 

e) Se 0 < a < — , entao sen a > 0, cos a > 0 e tg a ... 2 .... 0. 

f) Se a = 7 r, entao sen 77 = , cos n = - £ etg7r = z .Q.Z..Q. • 

* -i 

g) Se y < a < 7 r, entao sen a > 0, cos a <0 e tga 0- 

„ 3tt _ 3 7r . 3 tt _ A _ . . . 3tt 

h) Se a = — , entao sen — = , cos — = e portanto nao existe tg -y-. 

3 77 

i) Se 77 < a < — 9 entao sen a < 0, cos a < 0 e tga 0. 

j) Se a = 277, entao sen 2n = , m O , cos 277 = e tg 277 = 0-0 

377 ^ 

l) Se — y < a < 2 t 7, entao sen a < 0, cos a > 0 e tga 0- 

m) Se a = 2tf + ~ = “y > entao sen ~ = ....i... , cos -^ = e portanto nao existe tg 

n) Se a = 277 + 77 = 377, entao sen 377 = _.£?... , cos 377 = e tg 3 77 = ,Q,.r...Q. 

o) Se a = -y, entao sen(-y) = , cos(-y) = e portanto nao existe tg(- y). 

p) Se a = - 77 , entao sen (- 77 ) = » cos (- 77 ) = e tg (- 77 ) = 


77 

q) Nao existe tga para a = y+ k. 77 , kGZ, pois para: 


k = 0 

— ► a = 

n . n n n 

— + O.n = — e cos y = 0 

k = 1 

— ► a = 

4 + 1 -it = ..4LZ£. e 

cos .3JL.. = 0 



2 <2 


k = 2 

— > a = 

JLuJUUn^SL e 

cos = 0 



cL <Z 

<2 

k = 3 

— ► a = 


cos ..2121. = 0 



oL oL* 

<2, 

k = 1 

— ► a = 

77 j 

. e cos .(t.. 7777?.).. = 0 



2 <2 


k = 2 

— ► a = 

SL - 2.ff= -M. 

. e cos LSJL)... - 0 



<Z <2 


k = -3 

— > a = 

if _ 3ir= -J5rj 

. e COS /rr..§JL). = 0 



<2- <2 



GRAFICO DA FUNQAO TANGENTE 

126 . O grafico da fun9§o tangente e uma curva chamada tangentdide, cuja representa9ao no piano cartesiano 6 a 



139 


127. Observe o grafico e assinale as afirma9oes corretas: 
a. (x0 Se a = 0, entao f(0) = tg 0 = 0. 

7T ji 

b* (x) Se a = — , entao nao existe f(— ), isto 6 , nao existe tg-^-. 

^ 7T ^ ^ 

c. (X) Se 0 < a < — , entao tga assume todos os valores reais positivos. 

d. (^) Se a = n, entao f(jr) = tg n = 0. 

e ( ) Se— <a<7r, entao tga assume todos os valores reais positivos. 

(X) Se — <a<7r, entao tga assume todos os valores reais negativos. 
g- (X) Se a = ~ 2 ~, entao nao existe f(--^), isto 6, nao existe tg 

h. ( ) Se a = entao f(^) = tg ^ = -1 

*■ (X) Se 7r<a< entao tga assume todos os valores reais positivos. 

j. ( ) Se 7r < a < entao tga assume todos os valores reais negativos. 

1. (x) Se a = 2 7r, entao f(2 7r) = tg 27 t = 0. 

3 7 r 

( ) Se 2 < ol < 27r, entao tga assume todos os valores reais positivos. 

3 7T 

n. (X) Se — < a < 2n, entao tga assume todos os valores reais negativos. 
°- (X) Se 0 < a < -y, entao tga > 0. 

p. ( ) Se 0 < a < -y, entao tga < 0. 

q. ( ) Se < a < ti, entao tg a > 0. 

r. (X) Se -j < a < n, entao tga < 0. 


s. (X) Se rr<a< — , entao tga > 0. 

3 7T 

t. ( X ) Se ~y < a < 2n, entao tg a < 0. 

u. ( X ) O esquema de sinais da fun^ao tangente 6 : 



128. Observa?6es sobre a fun^ao tangente 


a 


19) D(f) = {a G]R| a # y + k.jr, k G Z} e Im(f) = ]R 
29) A funcao tangente 6 crescente em todos os quadrantes. 

39) A funcao tangente assume valores positivos no 19 e 39 quadrantes. 

49) A fun$ao tangente assume valores negativos no 29 e 49 quadrantes. 

59) A fun?ao tangente e periodica de periodo n, poisV Oo G D, f(ao) = f(ao + k.jr) = tgao,kG Z. 
69) Podemos tambem indicar a fun?ao tangente por: f: D ->• ]R 

x •-> y = tg x 
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FUNQAO cotangente 


129. Defini^ao: chama-se fungao cotangente a fun 9 §o 
f: D-> IR 


a ^ y = cotangente de a ’ 


onde D = {a E (Risen a ^ 0} e cotangente de a = 


cos a 
sen a * 


Indica-se cotangente de a por cotg a. 


130. Aplica^o: complete, considerando a defini^ao acima: 

a) Existe cotg a quando sen a ^ . 

b) Nao existe cotg a quando sena.=.0. 

c) Se a = 0, entao cos 0 = , sen 0 = e portanto nao existe cotg 0. 

rr 

7T 7T 7T 7T COS ^ 

d) Se a = — , entao cos — = ....(9... , sen — = e cotg — = = 

2 2 2 2 sen y i- 

7T 

e) Se 0 < a < — , entao cos a > 0, sen a > 0 e cotg a 0. 

0 Se a = 7T, entao cos7r = , sen tt = e portanto * 

7T 

g) Se — < a < 7r, entao cos a 0, sen a # ^> 0 e cotg a 0* 

h) Se a = y~, entao cos y- = 9m & mM , sen -y = e cotg y = .jQ. 

i) Se 7r < a < -y, entao cos a sen a: 0 e cotg a o. 

j) Se a = 27 r, entao cos 27r = ^ , sen27r = e portanto .? • 

3 7t 

l) Se y < a < 2 tt, entao cos a 0, sen a 0 e cotg a 0. 

n , 7T 5 7T 5 tT ^ 5tT / . 5 7T ,0 

m) Se a = 27T + y = —y, entao cos — = mm 0 9m „ , sen — = ....-f .... e cotg — = . 

n) Se a = 27r + 7r = 3 tt, entao cos 37T = , sen 3 7r = e portanto 

o) Se a = -y, entao cos(-y) = m „0 Mm , sen(-y) = e cotg(-y) = . 

p) Se a = -7 r, entao cos(-tt) = ... 7^... , sen (-7r) = e portanto . .(-&}. . • 

q) Nao existe cotg para a = 0 + k- 7r = k‘7r, kE Z, pois para: 


k = 0 

— ► a = 0 • 7r = 0 

e 

sen 0 = 0 

k = 1 

11 

a 

t 

e 

sen 7f =0 

k = 2 

— * a — 

e 

Mm. = O 

k = 3 

<x- 3Tf 

e 

Ajittl 3 if — O 

k = -1 

— > a - -r 

e 

Mm, (-Tt)--O 

k = -2 

— ► a = W 

e 

A&n. (-zrf)=0 
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GRAFICO DA FUNQAO COTANGENTE 


' 


' v ' r • 


131. O grafico da funfao cotangente e uma curva chamada cotangentdide cuja representa?ao no piano cartesiano 
e a seguinte: 



132. Observe o grafico e assinale as afirmasoes corretas: 

a - (X) Se a = 0, entao nao existe f(0), isto 6, nao existe cotg 0. 

b. (X ) Se a = y , entao f(y) = cotgy = 0. 

c. ( ) Se 0 < a < — , entao cotg a assume todos os valores reais positivos. 

d. ( ) Se 0 < a < — , entao cotg a assume todos os valores reais negativos. 

e. (x) Se a = n, entao nao existe f(7r), isto e, nao existe cotg n. 

( )Se~<a<7r, entao cotg a assume todos os valores reais positivos. 

71 

8- ( ) Se y < a < tt, entao cotg a assume todos os valores reais negativos. 

h. (X) Se a = -y, entao f(4y) = cotg ay = 0. 

3 TT 

i. ( ) Se 7r < a < -y , entao cotg a assume todos os valores reais negativos. 

3 IT 

j. ( X ) Se tt < a < -y , entao cotg a assume todos os valores reais positivos. 

1. (X) Se a = 2 7r, entao nao existe f(27r), isto e, nao existe cotg 27 r. 

m * ( ) Se — — < ol < 2 7r , entao cotg a assume todos os valores reais positivos. 
3 TT 

n. ( ) Se — y < a < 2n, entao cotg a assume todos os valores reais negativos. 

o. ( ) Se 0 < a < entao cotg a > 0. 

p. ( ) Se 0 < a < -y , entao cotg a < 0. 

q. ( X) Se y < a < 7r, entao cotg a < 0. 

r. (X) Se tt < a < entao cotg a > 0. 

3tt 

s. ( ) Se — — < a < 27 r, entao cotg a < 0. 
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t. (X) 0 esquema de sinais da fun^ao cotangente 6: 



19) D(f) = {a e ]R|a # k.7 r, k e Z} e Im(f) = 1R 

29) A fun9ao cotangente e decrescente em todos os quadrantes. 

39) A fun9ao cotangente assume valores positivos no 19 e 39 quadrantes. 

49) A fun9§o cotangente assume valores negativos no 29 e 49 quadrantes. 

59) A fun9ao cotangente e periodica de periodo 7T, pois V a o ^ D, f(a<>) = f(<*o + k.7r) = cotga 0 , k £ Z. 

69) Podemos tambem indicar a fun9ao cotangente por: f: D -> 1R 

x y = cotgx 


FUNCAO SECANTE 


134. Defini9§o: chama-se fun9ao secante a fun9§o 


f: D-> ]R 

a y = secante de a 
Indica-se secante de a por sec a. 


, onde D = {a E 3R| cos a =£ 0} e secante de a = 


1 


cos a 


135. Aplica9ao: complete, r nsiderando a defin^ao acima: 

a) Existe sec a quando cos a 0. 

b) Nao existe sec a quando cos a ...77;.... 0. 

j „ 1 i _ I 

c) Se a = 0, entao cos 0 = e sec 0 = cqs q - 

d) Se a = -y, entao cosy = e portanto • 

e) Se 0 < a < y, entao cos a > 0 e sec a 0. 

f) Se a = 7r, entao cos7r = e sec7T = • 

g) Se -y < a < 7r, entao cos a 0 e sec a 0. 
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h) Se a - -y-, entao cos^y = e portanto .xidSr....AX^A..^i^C...A2L... • 

i) Se it < a < -y , entao cos a 0 e sec a 0. 

j) Se a = 27t, entao cos 27 r = ^ e sec 277 = / 

3 7T 

0 Se — < a < 2ir, entao cos a ^ 0 e seca 2 0. 

m) Se a = 2ir + — = -y , entao cos -y = e pottanto 5jj 

n) Se a = 277 + 77 = 377 € R, entao cos3t 7 = -£ e sec 377 = 

o) Se o = - — , entao cos (- — ) = e portanto 72 ^ 9 - /X ) 

p) Se a = -it, entao cos (- 77 ) = e sec (- 77 ) = 

q) Nao existe seca para a = y + k. 7 r, kG Z,pois para: 

k = 0 >■ a=y + 0.77 = y e cos y = 0 

k = 1 — t . j£ e r : ..£...£ 

k = 2 . a - .£.tS£z.S:. e 1 ^ . CSrlf° 

k = -1 . a , i - 1 . . > e Z$.(z£:)..=g.. 

k - -2 — « - .£.Z.±r...Z....^i£... e * 

GRAFICO DA FUISIQAO SECANTE 

136. 0 grafico da fun?ao secante e uma curva chamada secant6ide, cuja representa?ao no piano cartesiano e a seguinte: 



a. (X) Se a = 0, entao f(0) = sec 0 = 1. 

b. (X) Se a = entao nao existe f(^), isto 6, nao existe sec-^. 

c - (/O Se 0 < a < y, entao seca assume todos os valores reais positivos maiores que 1. 
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d. ( ) Se 0 < a < entao sec a assume todos os valores reais positivos. 

e. ( ^ ) Se a = i r, entao f(7r) = sec 7T = -1. 

f. ( ) Se -y < a < 77 , entao sec a assume todos os valores reais negativos. 


g. (X) Se -y < ol < 7 T, entao sec a assume todos os valores reais negativos menores que -1. 

h. (>0 Se a = -y-, ent ^° n *° existe isto 6, nao existe sec y-. 

3 77 

i. (^) Se n < a < — , entao sec a assume todos os valores reais negativos menores que -1. 


j. ( ) Se a = 277, entao f(2 77 ) = sec 277 = 0. 

l. (X) Se a = 277, entao f(2 77 ) = sec 277 = 1. 

m. (X ) Se - < a < 277, entao sec a assume todos os valores reais positivos maiores que 1. 

3 77 . . 

n. ( ) Se — < a < 277, entao sec a assume todos os valores reais positivos. 

2 77 

o. (X) Se 0 < a < — , entao sec a > 0. 

77 

p. ( ) Se 0 < a < — , entao sec a < 0. 

q. (X ) Se -j < a < entao sec a < 0. 

r. (X) Se y < a < 277, entao sec a > 0. 

s. (X) O esquema de sinais da funsao secante e: 


sec a 



138. Observa 9 oes sobre a fun 9 ao secante: 


19) D(f) = {a G R|a ¥= y + k • tt, k G Z} e Im(f) = {y G R|y < -1 ou y > 1} 

29) A fun 9 §o secante e crescente no 19 e 29 quadrantes. 

39) A fun 9 ao secante e decrescente no 39 e 49 quadrantes. 

49) A fun 9 ao assume valores reais positivos maiores que 1 no 19 e 49 quadrantes. 

59) A fun 9 §o assume valores reais negativos menores que -1 no 29 e 39 quadrantes. 

69) A fun 9 ao secante e periodica de periodo 277, pois V a 0 E D, f(a 0 ) = f(<*o + k. 277), k E Z. 

79) Podemos tambem indicar a fun 9 §o secante por: f: D -* R 

x y = secx 



FUNQAO COSSECANTE 

139. Definite): chama-se funcao cossecante a fun?ao 

f: D -> ]R 

a y = cossecante de a ’ ° nde D = {« e *1 sen a * 0} e cossecante de a 
Indica-se cossecante de a por cossec a. 

140. Aplica^o: complete, considerando a defini^ao acima: 

a) Existe cossec a quando sen a ^ 0. 

b) Nao existe cossec a quando sen a — 0. 

c) Se a = 0, entao sen 0 = ^ e portanto 

d) Se a = entao sen-^= l e cossec— = — - — = / 

z ^ 2 7T * 

sen 2 

7T 

e) Se 0 < a < — , entao sen a > 0 e cossec a > 0. 

f) Se a = it, entao sen n = £? e portanto -^sc^e c&SAec. ff . 

7T 

g) Se -y < a < a’, entao sen a ...7 0 e cossec a ^ 0. 

h) Se a = entao sen e cossec 4r- = 

^ ^ 2 

3 7 r 

i) Se n < a < — , entao sen a _< 0 e cossec a < 0. 

j) Se a = 2 7r, entao sen 27T = ^ e portanto <Z// 

3 7T 

0 Se — < a < 2 7r, entao sen a ^ 0 e cossec a 0. 

m) Se a = 2n + y = yy » entao sen 4^ = £ e cossec = -^ 

n) Se a = 27r + 7r = 37 t, entao sen 3 tt = e portanto jbxzdL c&s4ec 3Tf 

o) Se a = -y, entao sen (-y) = -i e cossec (-y) = . 

p) Se a = ~7r, entao sen (-7 r) = & ^ e portanto tz&o- co^sec-Tf 

q) Nao existe cossec a para a = k. 7 r, k G Z,pois para: 


k = 0 

o 

II 

o 

II 

$ 

t 

e 

sen 0 = 0 

k - 1 

— ► a = ft 

e 

ff ~ O 

k - 2 

— -* QL = 

e 

syem, <2,7f-0 

k - -1 

— * a = 

e 

A>&n (-ff) - O 

k - -2 

^ j 

i : 

n 

e 

t 

e 

A&n (-2.ff)=0 




1 

sen a ' 


GRAFICO DA FUNQAO COSSECANTE 


141. O grafico da fun 9 ao cossecante e uma curva chamada cossecantdide, cuja representative) no piano cartesiano 
e a seguinte: 



142. Aplicagao: observe o grafico e assinale as afirmasoes corretas: 

a. (X) Se a = 0, entao nao existe f(0), isto e, nao existe cossec 0. 

b. (X) Se a = y, entao f(y) = cossec y = 1. 

c. ( ) Se 0 < a < y entao cossec 7 r assume todos os valores reais positivos. 

d. ( X) Se 0 < a < y , entao cossec a assume todos os valores reais positivos maiores que 1 . 

e. (X) Se a = 7 r, entao nao existe f(7r), isto e, nao existe cossec 7r. 

f. ( ) Se y < a < 7 T, entao f(a) = cossec a assume todos os valores reais negativos. 

g. ( X) Se < a < 7 r, entao f(a) = cossec a assume todos os valores reais positivos maiores que 1. 

h. (X) Se a = — , entao f(-y) = cossec -y = -1. 

i. (X) Se 7 r < ft < —y , entao cossec a assume todos os valores reais negativos menores que -1. 

j. (X) Se a = 27 t, entao nao existe f(2 7r), isto e, nao existe cossec 2 7r. 

l. ( ) Se < a < 2tt, entao cossec a assume todos os valores reais positivos maiores que 1. 

m. ( X) Se -y < a < 27 t, entao cossec o: assume todos os valores reais negativos menores que -1. 

n. (X) Se 0 < a < n, entao cossec a > 0. 

o. ( ) Se 0 < a < 7r, entao cossec a < 0. 

p. ( ) Se 7 T < a < 27 t, entao cossec a > 0. 

q. ( X) Se 7T < a < 2i r, entao cossec a < 0. 

r. (X) O esquema de sinais da fun 9 ao cossecante e: 





143. Observa 9 oes sobre a fun 9 ao cossecante: 


a 


19) D(f) = {a E 1RI a * k.Tr, k E Z) e Im(f) = {y E ]R|y < -1 ou y > 1} 

29) A fun 9 ao cossecante 6 crescente no 29 e 39 quadrantes. 

39) A fun 9 ao cossecante 6 decrescente no 19 e 49 quadrantes. 

49) A fun 9 §o cossecante assume valores positivos maiores que 1 no 19 e 29 quadrantes. 

59) A fun 9 ao cossecante assume valores negativos menores que -1 no 39 e 49 quadrantes. 

69) A fun 9 ao cossecante e periodica de periodo 2n, pois Va 0 ED, f(a 0 ) = f(a 0 + k.2Tr), k E Z. 
79) Podemos indicar a fun 9 ao cossecante por: f: D -+ ]R 

x m- y = cossec x. 
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V 


Relacoes Entre as Funcoes 
Trigonometricas de um Mesmo Arco 

Neste capi'tulo, pretende-se que o aluno: 

a) conheqa as relates entre as f undoes trigonome- 
tricas. 

b) saiba calcular os valores das fungoes de um arco , 
conhecendo o valor de uma delas. 

c) saiba utilizar essas relagoes para verificar identi- 

dades. 


RELAQOES fundamentais 

144. As rela 9 des fundamentais entre as fun$oes trigonometricas de um mesmo arco sao: 

1?) tg a = q , com cos a ^ 0, ou seja, a + k • ir 
2?) cotg a ~ ^ q , com sen a # 0, ou seja, a =/= k . rr 
3?) sec a = — ~~ , com cos a # 0, ou seja, a + k . 7r 

COS u ^ 

4?) cossec a = — - — , com sen a ^ 0, ou seja, a ^ k . tt 
' sen a J 

5<*) sen 2 a + cos 2 a = 1 

Esta 5? relagao pode ser facilmente obtida, aplicando-se a relasao de Pitagoras, do seguinte modo: 



RELAQOES DERIVADAS 

145 . As rela9des derivadas, obtidas a partir das redoes fundamentals, sao: 

6?) cotg a = > obtida das redoes 1? e 2? 

7 ?) tg 2 a + 1 = sec 2 a, obtida dividindo-se a 5 ? rela9§o por cos 2 a 0. 

8?) 1 + cotg 2 a = cossec 2 a , obtida dividindo-se a 5 ? rela9ao por sen 2 ot ^ 0. 

9 ?) cos 2 a: = — 2 * , t , obtida das relagSes 3 ?e 7 ?. 
tg^ a + 1 y 

tO^ Q 

10?) sen 2 a = ~~2 — ~r , obtida das relacoes 2? e 9? . 

tg a + 1 

146 . Aplica9oes: 

Consideraremos, sempre, arcos a para os quais estao definidas as fun9oes trigonometricas, isto 6 , pertencentes ao 
domfnio dessas fun9oes. 

IP) Sendo 0 <a<| e sen a = -y, calcule o valor das demais fun9oes trigonometricas de a. 


Para isso, complete: 


0 < a < y => a E IPquadrante => ^ 


a) Como sen 2 a + cos 2 a = 1, vem: 

cos 2 a = 1 - 
„2 


sen a > 0 
cos a 0 

tg <* 0 

c °tg ol 0 
sec a 0 

cossec a 0 


4 - - 3 . 


cos* a=l-C-£ ) 2 = 1 - J 

cos a = ± - ± 

V - 

a E IP quadrante => cos a =+ .H ^ 1 


b) Como tg a = ^ , vem: 


tg a = 


cos a 

i ifT 


y/T~ /T 


c) Como cotg a =-~ f a , vem: 
7 ° sen a 

o 2 

d^ Como sec a = — ^ — , vem: 

cos a 

* _ -2 _ 


sec a = 7/j- 7 

oL- 


Y? 


e) Como cossec a =— ^ — , vem: 
7 sen a 


cossec a 


X 


<=£ 
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29) Sendo y < a < tt e sen a = y, calcule o valor das demais fun^oes circulares. 


r 


y < a < tt a G . -if quadrante 

a) Como sen 2 a + cos 2 a = 1, vem: 
cos 2 a = 1 - 
cos 

cos 




sen a > 0 
cos a 0 

tg a 0 
cotg a 0 
sec a 0 

cossec a m J£ mm 0 


s 2 a = i - (£)... = L:.k. 


a = ± V Jr = ± tF£_ 

* V? 

a G 29 quadrante => cos a = 


b) Como tga=^A,vem: 


& 


cos a 


tg a =- 


yfT 

2 


ft 


ft 

3 


c) Como cotg a = 


cotg a = 


C&6 

oC 

-? -ft 


vem: 


-A- 

cL 


ft 


l 

d) Como sec a = ~ . . — , vem: 

GC7b 0{ 


1 

seca= ~fT 
<3. 


_°Z g ft_ 

ft ' 3 


e) Como cossec a = 


i 

A&n, cx 


, vem: 


cossec a = 



39) Sendo it < a <^r- e sec a = - 3, calcule o valor das demais fun$oes circulares. 


r 


3tt d ^ 

tt < a => a G m Y.~. quadrante => J 


sen a 0 
cos a .5... 0 
tg a 0 
cotg a 0 
sec a .5... 0 
cossec a ^ 0 


a) Como sec a = , vem: 

7 cos a 


■3 = 


1 


cos a 


/ 

cos Of = 


b) Como sen 2 a + cos 2 a = 1, vem: 
sen 2 a = 1 - .£££ 

sen 2 a = 1 - (-4) 2 = / - — - jS. 


sen 




± a /a 7 

a 


a G 39 quadrante => sen a = - 


A /A 7 


c) Como tg a = , vem: 


C&z CX 


-3.T/Z 


tg a = 


3 


■= + 




d) Como cotg a = — — — , vem: 




cotg a : 


3 




3 


' 1 

e) Como cossec a = ^ rl — , vem: 

i -3 -3-fz 


cossec Of 


-jl V5 7 dT/g 4 

3 


49) Sendo 


< Of < 27r e tg a = - 2, calcule as demais funsoes circulares. 


4 < Of < 2 tt 


A? 

a E j.„. quadrante 


sen a 

< 

0 

cos a 

> 

0 

tg <* .. 

< 

0 

cotg a < 

0 

sec a 

> 

0 

cossec 

Of 

< 
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N _ - tg 2 a 

a) Como sen a = —7 — , vem: 

tg z a + 1 

a (-d)* _ 4 

sen z a = 


Ir.zJztJ. £t.L 


sen 


a = ± j 4 — ^ 15^ 

v 5 5: 


a G 49 quadrante => sen a = 


b) Como sen 2 a + cos 2 a = 1, vem: 
cos 2 a = 1 - 


cos 2 a-£- 


4-1 


cos a = ± 1 - = ± JjII 

V 5" x 


a E 49 quadrante => cos a = r 

5 


c) Como cotg a = 
cotg a = 


/ 


i _ / 


, vem: 


d) Como sec a = 


, vem: 


sec a = 


G&*> c< 

i _ 5 _ 5/5* _ 





-tS" 1 


e) Como cossec a = 


1 


cossec a = 


1 


vem: 


5 5?§r -is 1 


^ <27^ o?.5 <2 

5 


Exercicios a resolver: item 1, pag. 156. 


VALOR DAS FUNQOES TRIGONOMETRICAS DOS ARCOS DE 45°, 30° e 60° 


147. Arco de 45° : consideremos um qiiadrado inscrito no 
circulo trigonometrico, como mostra a flgura. 

Sabe-se que o lado desse quadrado e C 4 = r>/Te que 
o angulo central que subtende esse lado e de 90°. 

Observe que: 

90° 

2 • * rur -T 


Pf =4r . 4 POP’ = -Cf- = 45° e OP 


raio = 1 


Logo, sen 45 c 


= ju _ i.vt 
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Entao, complete as demais fin^Ses: 


a) cos 2 45° = 1 - = £ - 


SL 

4 


cos 45° = ± 


£ = + Ya 7 
4 si 


cos 45° = 5 pois 45° £ jL° m quadrante. 

b) tg 45° = u £ m9 

c) cotg 45° = 

d) sec 45° = 

e) cossec 45° = 

148. Arco de 30° : consideremos um hexagono regular ins- 
crito no cfrculo trigonometrico, como mostra a figura. 

Sabe-se que o lado desse hexagono H 6 = r e que 
o angulo central que subtende esse lado e de 60°. 

Observe que: 

60° 

2 , - — 2 


pp’ =4p > * POP’ = = 30° e OP = raio = 1 


Logo, sen 30° = -y = -j 
Entao, complete as demais fun^oes: 

a) cos 2 30° = . Y.. ..4.Q°7... 4. . 7 . (.SC.). fT. . ^7. . 

cos 30° = ± /jT = ± Yjl 
V f £ 

cos 30° = pois 30° € quadrante. 

b) tg 30° = 2 H. 

3 


c) cotg 30° = ./[l...., 

d) sec 30° = ■UCEL 


e) cossec 30° = ^4.. 


\ ■ • 




149. Arco de 60°: consideremos um triangulo equilatero 
inscrito no cfrculo trigonometrico, como mostra a figura. 

Sabe-se que o lado desse triangulo e £ 3 = i\/~3 e 
que o angulo central que subtende esse lado e de 120°. 
Observe que: 


p i on 

PP’ = - , A POP’ =- L y- = 60° e OP = raio = 1 

. o c 3 1.V3 s/1 

Logo, sen 60 =— = — = -y- 

Entao, complete as demais fun 9 oes: 
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a) cos 2 60° = £ _ so°= / - J. 

» 4 

cos 60° = ± / — = ± 

V ^ <2. 


cos 60° = pois 60° E quadrante. 


b) tg 60° = . 

c) cotg 60° = 


d) sec 60° = 

e) cossec 60° = 

3 


150 . Complete, entao, a seguinte tabela: 



IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS 

151 . Veremos a seguir algumas igualdades que sao verdadeiras para quaisquer valores de x dos domfnios das furies. 
Essas igualdades sao chamadas identidades. 

Voce mostra que uma identidade e verdadeira transformando um dos membros numa expressao igual a do outro 
ou transformando cada membro, separadamente, numa outra mesma expressao. 

Mostre voce, entao, que sao identidades: 

a) sec 2 x + cossec 2 x = sec 2 x . cossec 2 x 

Partindo do 19 membro, voce deve obter uma expressao igual a do 29 membro do seguinte modo: 


19 membro 


sec 2 x + cossec 2 x = • 


s&rL* +- 


i 




C&S CO *. s -ijc sitsnS-oc 




29 membro 


Ou partindo de ambos os membros, voce pode chegar numa mesma expressao do seguinte modo: 


19 membro 

-j O ^ 

V Y + Y — L. 4- 

/ 

,4&ri?JC 1 

T oCt A i vUooCL A — r <yc <i r*' 


/4&n 2 jc ~ c&S z JZ 



/ 

> 

29 membro 

* j 

2 2 
cac* v r*r\ eco/' 4 v — 

1 


/yzsn^x. 

c&s sc 






19 m 
= 29 m 
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b) 


COS X 

sec x 


sen x 

cossec x 


29 membro 


-* 1 - 


sen x 

cossec x 


= 1 ; = 1- 3Z = C&s* 1 - cos X . COS X = 


1 


sen x 


COS X . 


1 


COS X 


sec x 

ou, transformando os dois membros numa outra mesma expressao: 


19 membro 


IP membro 

29 membro 



1 


cos X . c&soc = C&s JZ. 


AOC^ OC 

1 - - S ^ n x ^ r z x 

jSXz 


19 membro = 29 membro 


c) Mostre que a igualdade 1 

1 • COS X 

Para isso complete: 


sen x + 1 + cos x 


sen x 


sen x 


e verdadeira. 


19 membro 


sen 


x 1 + cos x t(X. t.L t.$. 

1 + cos x sen x (1 + cos x) • sen x (1 + cos x) • sen x 


sen 2 x + cos 2 x + 1 + 2 cos x 


o Z + <£ c&s os 


(/f -c ) • AJfrn, x, (//■ C&$ scj . oc 


(1+- c&5 jc)- X&ri oc 


29 membro 


Exercicios a resolver: item 2, pags. 156 e 157. 


EXERCICIOS 


SEQUENCIA A 

| 

1) Determine o valor das funijoes trigonometricas do arco Of, 
sabendo que: 

3 

a) sen Q = j e aE IP quadrante. 

b) cos Of = — j- e Of E 3P quadrante. 

c) tg Of = — ^2 e Of G 4P quadrante. 

3 

d) sec a = — j e a E 3P quadrante. 

e) cotg OL = - v/i" eaE4P quadrante. 

0 cossec a =-|-e a E 2? quadrante. 

3 

g) tg a = e sen Of < 0. 

h) cos a = - 0,8 e tg a < 0. 

i) cotg Of = 1 e sen a < 0. 

j) cos a = — e tg a < 0. 


2) Verifique as identidades: 

a) cossec x • tg x • cos x = 1 

b) cotg x • sec x = cossec x 

c) cos x • cossec x - sen x • sec x = cotg x - tg x 

. sec x + cossec x 

d) sen x + cos x 

tg x + cotg x 

e) tg x + cotg x = sec x • cossec x 

0 sec 2 x + cossec 2 x = sec 2 x • cossec 2 x 
1 


g) 


sen 2 x 


2 2 
COS X COS X 


-= 1 

= 1 


. cos x sen x 

n) + 

sec x cossec x 

i) tg x - tg x • sen 2 x = sen x • cos x 

j) sec 2 x - tg 2 x = 1 

l) sec x - cos x = sen x • tg x 

m) (cos x + sen x) • (cos x - sen x) = 2 cos 2 x - 1 
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n) (1 -cosx) • (sec x + 1) = 

o) (sec 2 x - 1) • (cossec 2 x - 1) = 1 

p) (sec 2 x - 1) • (1 - sen 2 x) = 1 - cos 2 x 

q) sec 2 x • (cossec 2 x - 1) = cossec 2 x 

^ 1 o 

r) (1 - sen x) . ( — — - 1) = sen x 

cos x 

x sen 3 x + sen x • cos 2 x 

s) — = tg X 


t) cotg X = 


cos X 
cos 3 X 


sen x - sen x 


u) 1 - 2 sen 2 x = cos 4 x - sen 4 x 

sen x 

v) + cotg x = cossec x 

7 1 + cos x 

x) (sen x + cos x) 2 + (sen x - cos x) 2 = 2 

x sec 2 x - 1 i t , 

z) 2 = *8 x + 1 

sen x 


RESPOSTAS 


1) a) cosa = y; tg a = -y; cotg a =-y; sec a = -y; 


cossec a = -y 


VT 

3 * 


b) sen a = ; tg a = y/T\ cotg a=- 

, 2 vT 

sec oc = - 2; cossec Oc = ^ — 

c) sen oc = - -jy ; cos a = -jy ; cotg a = - -y ; sec a = -jy ; 

13 

cossec a = - — 

x/T" 7 . x/i” 

d) sen oc = ^ — ; cos oc = -y ; tg a — ; 

2 V? „ -3VT 

cotg a = — ^ — ; cossec oc = ^ — 

i VT VT 

e) sen a = -y ; cos a = tg a = — y— ; 


2 VT 

sec a = — = — ; cossec a = - 2 


f) sen a =y ; cos a = -y ; tga=--y; cotg a = -y ; 


sec oc = 1- 


3 4 4 

g) sen a = -y ; cos a = y ; cotg a = -y ; sec a = 


5 . 

4 * 


cossec Oc = - y 


h) sen oc = 0,6; tg a = - 0,75; cotg a = - 1,333 . . 
sec a = - 1,25; cossec a = 1,666 . . . 

VT VT 

i) sen oc = --y — ; cos a = — y-; tg a = 1 ; 
sec a = - VT ; cossec a = - y/T 

VTT VTT . „ 5n/TT 

j) sen oc = — y-; tg a = j-; cotg a y — ; 

6 „ 6-s/TT 

sec a = — y ; cossec a = — y 


SEQUENCIA B 


l) Calcule o valor das expressoes: 
sen a - cos a 


a) y =- 


cotg OC 


onde sen a = y e a E 29 quadrante. 


= 2 1 tgOMjen_£ onde a= _ 0 75 e ae 4Pqua . 
2 • sec Oc 


drante. 


/=: - O; 4-56 

cos oc , VT 

c) y = 2 , onde cos Oc = s- e 

cossec a + cotg a ^ 


■j < a <n. y=-±L 

2) Verifique as identidades: 

a) (1 - cos 4 x) . sec 2 x = tg 2 x + sen 2 x 


cos x - 1 2 ,2 , x 2 

b) 5 + sen x . (sec x - 1) = tg x - 1 

tg x 


c) 


3 3 

sen x - cos x 


sen x - cos x 


1 + sen x • cos x 
d) (1 + sen x - cos x) 2 = 2(1 - cos x) • (1 + sen x) 
cos x . 1 - sen x 


e) 


1 - sen x cos x 


= 2 sec x 
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Reducao ao 1 ? Quadrante 

Neste capi'tulo, pretende-se que o aiuno: 

a) expresse as f undoes de um arco qualquer por 
meio de um arco do IP quadrante. 

b) adquira as tecnicas de redugao ao IP quadrante 
para fazer simplificagoes de expressoes. 


REDUQAO AO 19 QUADRANTE 

152. Vamos estabelecer redoes entre as fur^oes trigonom^tricas de arcos do 29, 39 e 49 quadrantes com arcos 
do 19 quadrante. 


153. Arcos do 2? quadrante: considere na figura seguinte os arcos AP = a, com 0 < a <y e A^’ = n -a, do 
29 quadrante. 



Da congruencia dos triangulos AOMP e AONP\ tem-se que P e P’ 
tern ordenadas iguais e abscissas simetricas e portanto vem: 


sen (7r - a) = sen a 
cos (7r - a) = -cos a 


, / x sen (n - a) sen a 

Entao: tg (n - a) = j = = -tg a 

cos (7 r - a) -cos a 

c&s (fr -°t) - -c&s & 

cotg (ti — Of) = Z&J 


= c&tfy a 


/ 

'-C&ScX 


sec (7T - a) = - <xj 

/ - / 

cossec (7T - a) = fTT-oi) s&n o( 


- -/SjZC, c< 


- CX 
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r > 7T 

154. Arcos do 3? quadrante: considere na figura seguinte os arcos AP = a, com 0 < a <y e AP’ = tt + a, do 
3? quadrante. 



Da congruencia dos triangulos AOMP e AONP’, tem-se que P e P’ tem 
abscissas simetricas e ordenadas simetricas e portanto vem: 


sen (7r + a) = -sen a 
cos (7T + a) = -cos a 

Entao: tg (tt + ol) = 

cotg (7T + a) = 

sec (7r + a) = 

cossec (tt + o) = . 


155. Arcos do 4? quadrante: considere na figura seguinte os arcos AP = a, com 0 < a < y e AP’ = 2tt - a ou 
AP’ = -a, do 4? quadrante. 



156. Aplica 9 ao: 


Da congruencia dos triangulos AOMP e AOMP’, tem-se que P e P’ 
tem abscissas iguais e ordenadas simetricas e portanto vem: 


ou 


Entao: tg (2 t r - a) = tg (-a) = 

cotg (27r - a) = 

sec (27r - a) = 

cossec (27r - a) = . . Cr.. f.. .t. . .5?: , 


sen (27r - a) = -sen a: 
cos(27r-a)= coso 


sen (-a) = -sen a 
cos (-a) = cos a 


1?) Considere a figura seguinte, onde (3 e um arco do 2? quadrante, a do 1? quadrante e a + 0 = 180°. 


Assinale, entao, as afirma 9 oes corretas: 



1.0 = 150° => a = 180° - 150° = 30° 

a. ( ) sen 150° = -sen 30° 

b. (X) sen 150° = sen 30° 

c. (X) cos 150° = -cos 30° 

2. 0 = 125° => a = 180° - 125° = 55° 

a. ( X) sen 125° = sen 55° 

b. ( ) cos 125° = cos 55° 

c. (X) tg 125° = -tg 55° 

3. 0 = y + X =» a = 7T - (y + x) = -y - X 

a. ( X) sen (y + x) = sen (y - x) 

b. ( X) COS (y + x) = -COS (y - x) 

c. ( ) tg (y + X) = tg (y - x) 
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2?) Considere a figura seguinte, onde (Jeum arco do 3? quadrante, a do 1? quadrante e 0 = 180° + a. 
Assinale, entao, as aflrmagoes corretas: 



1.0= 240° => a = 240° - 180° = 60° 

a. (X ) sen 240° = -sen 60° 

b. (X) cos 240° = -cos 60° 

c. ( ) cos 240° = cos 60° 


2. 0 = 200° =► a = 200° - 180° = 20° 

a. ( ) cos 200° = cos 20° 

b. (X ) sen 200° = -sen 20° 

c. ( ) tg 200° = -tg 20° 

■o /3 3 s 3 7 T x 7 r 

3. p = — - x => a = (— -x)-7r= — - x 

a. (X ) sen (4p - x) = -sen (y - x) 

b. (X ) cos (-y - x) = -cos (y - x) 

c- (X' ) tg (-y - x ) = tg (^- - x) 


3?) Considere a figura seguinte, onde 0 e um arco do 4? quadrante, a do 1? quadrante e a + 0 = 360°. 
Assinale, entao, as afirma90es corretas: 

1.0= 300° => a: = 360° - 300° = 60° 

a. ( ) sen 300° = sen 60° 

b. (X ) sen 300° = -sen 60° 

c. (X ) cos 300° = cos 60° 

d. ( ) sen (-60°) = sen 60° 

e. (X ) sen (-60°) = -sen 60° 

f. (X ) cos (-60°) = cos 60° 

2. 0=315° =><* = 360° -315° =45° 

a. (X ) sen 315° = -sen 45° 

b. (X ) sen (-45°) = -sen 45° 

c. ( ) cos 315° = -cos 45° 

d. (X ) tg 315° = -tg 45° 

e. (X) tg (-45°) = -tg 45° 

3. 0 = y + x => a = 27T - (y + x) = ~- - x 

a. (X ) sen (y + x) = -sen (y - x) 

b. ( ) sen (*y + x) = sen - x) 

C. (X ) COS (y + X) = COS (y - X) 



- 


* * ' ' 


4?) Reduza as funfQes do arco 140° ao 1? quadrante. 
Para isso, complete: 

a. 140° E quadrante. 

b. 180° - 140° = E quadrante. J 

c. sen 140° = 

d. cos 140° = m -Cg$"40° mm 

e. tg 140° = mm .z^40?. 

f. cotg 140° = 

g. sec 140° = 

h. cossec 140° = 

5?) Reduza as fun 90 es do arco ao 1? quadrante. 



Para isso, complete: 

5tt 
6 


5 7T o , 

a. quadrante. 


b. 7 r 


c. sen ■ 


5 7T 
" 6 " 

5 7T 


6^ - 5vr r 
6 

V 


7f 


6 




d. cos 


5 7T 


= — 


5 7T 

e. tg— = 


6 

jr_ 

6 

F " 

6 



5n 


f. cotg — = - co&j, 

- 


6 
5 7T 


tr 


g. sec — 


1 57T 

h. cossec - 7 — = 
6 


/r 

6 

’"F 


6 ?) Reduza ao 1 ? quadrante o cos 200°. 

a. 200° E 3' quadrante. 

b. 200 ° - 180° = G A° quadrante. j 

c. cos 200 ° = - a 0 ° 


7?) Reduza ao 1 ? quadrante tg320°. 

a. 320° € quadrante. 

b. 360° - 320° = .,40..... ^ J..:. quadrante. 

c. tg 320° = Z.3Sf9l 
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28 7T 

8?) Reduza ao 1? quadrante as funsoes do arco — j-. 

287 y 

Como o arco — — e maior que 27 r, para saber em que quadrante ele se encontra voce precisa calcular a sua 1? 
determinate positiva. 

Assim: 

287T 2477 , 47T 0 , 477 _ 477 




1? determinate positiva 


a. -y* E m 3~ 9m quadrante. 


b 7T = J7. 
3 3 


E quadrante. 


28t7 4tt 7/ 

c. sen— — = sen^— - = JL. 

33 3 


d. cos 


2877 


— cos 4 ft' — _ cos L— 


e. 


"T 1 - 4 s - * f 


£ 

3 


28tt 


f. cotg — y = c<5*|^ - c<^ _2L 

£ .i.... 

g. sec = /S€c rr - JL 

3 3 3 


h. cossec 


28 77 



= COSSjzc JJ4 - GOSlS&C JL 


5 77 

9?) Simpliflque a expressao sen — — sen( 7 r + x) • sen (277 - x). 

Para isso, complete: 

a. 4r-= 4JL +-£- = 4; logo sen 44 = sen JL =£.... 

2 ...£ 2 2 2 

b. sen (it + x) = S..JL7J..L. 

c. 2n - x = -x; logo sen (2 it - x) = 

Logo: 

sen 44 - sen (tt + x) • sen (2 it - x) = 


ARCOS DE MEDIDA a e a. COM 0 < a < -^ 

77 / ^~ >s 77 

157. Considere na flgura seguinte os arcos AP = a, com 0 < a <— e AP’ =— - a. 



Da congruencia dos triangulos AOMP e AONP’, tem-se que a 
abscissa de P e igual k ordenada de P’ e a ordenada de P e igual a 
abscissa de P’ e portanto vem: 


sen (y - a) = cos a 
cos (y - a) = sen a 
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sen (-r- - a) 

Entao: tg (~ - a) = -- ° s a - = CJ9 ^ 

2 cos(i-a) 

cotg (-| - a) = 

sec (y - a) = a; 

cossec (y - a) = .<3gc. 

iDENTIDADES NOTAVEIS 

158. Em resumo podemos construir a tabela seguinte, com todas as rela?oes vistas nos itens anteriores, onde o arco 
x e do 1? quadrante. 


ARCOS 

QUADRANTES 

REDUQAO AO 

IP QUADRANTE 

FUNQAO SENO E FUNQAO COSSENO 

£ _ 

IP 


sen (y - x) = cos x 

I X 


cos (y - x) = sen x 


2P 


sen (7T - x) = sen x 


7T — (IT * X) e X 

COS (7T - x) = - cos X 

f*x 

2P 

1T-(y + X) = y-X 

sen (y + x) = sen (y - x) = cos x 

COS (y + x) = - COS (y - x) = - sen X 


3P 

(n + x) - rr = x 

sen (7T + x) = - sen x 

7T+ X 

cos (ft + x) = - COS X 


3P 

( 2 -x)-JT=y-x 

sen (-y - x) = - sen (y - x) = - cos x 

cos (4y- x- = - cos ( y - x) = - sen x 

2 n - x 


2n - (2n - x) = x 

sen (27T - x) = sen (- x) = - sen x 

ou - X 


cos (2rr - x) = cos (- x) = cos x 

2E+ x 

2 +x 

4P 

27T - ( + X) = y- X 

sen (y + x) = - sen (y - x) = - cos x 

cos ( -y + x) = cos (y - x) = sen x 


EXERCI'CIOS 

SEQUENCIA A 

1) Reduza ao 1? quadrante as fungoes dos arcos, dando os 


seus valores: 



a) cos 135° 

77 

h) cossec (y + x) 

b) sen 120° 

i) 

cos 225° 

c) tg 170° 

j) 

tg 240° 

. * 277 

d) sen-y- 

1) 

477 
cos -y- 

v 577 

e) cos —p— 
o 

v 777 

m) cossec— — 
o 

„ * 37r 

0 tg 

4 

n) 

677 

sen — 

g) tg (y + X) 

o) 

. 377 . 

sec (— - a) 


p) tg(y--a) 

q) cos 330° 


r) sen 315 

, 1 1 7T 

s) sen — - — 


.. 57T 

t) COS -y- 

37 r 

U) tg(^y- +X) 
v) sec ( -y- + x) 
x) cossec (y- + x) 


2) Reduza ao 1? 
seus valores: 

a) sen 390° 

b) tg 765° 

c) cos 1 470° 

d) cotg 1 860° 

e) tg 870° 

f) cos 2 010° 

g) sen 690° 


quadrante as fun^oes dos arcos, dando os 

* 177r 
h) tg — 

.v 87 r 

l) cos — 


j) sen 

1) cos 


2977 

4 

2277 

6 


m) tg (377 + x) 

n) sen (377 - x) 

o) cos (577 + x) 
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3) Simplifique as expressoes: 

/ 

a) y = cos 2 (180°- x) - sen 2 (360°- x) - cos 2 x + 


+ sen 2 (180° - x) 


b) y = 


sen (180 - x) • cotg (180° + x) • sen (360° + x) 
sen (-x) • cotg x • cos (-x) 


c) y = cos (90° - x) • sen (360° - x) + cos (180° - x) 


sen (180°+ x) • cotg (360° - x) 


d) y = sen (y- x) + cos (7T + x) - 2 cos (7 r - x) 

_ *8 (27T - x) • sen (77 - x) • cos (7T - x) 

e) y — — — 

, 77 


tg (y- x) • sen (77 + x) 


tg (7T - x) • sen (-x) • cotg (y- x) 


0 y = 


COS (2 7T - x) • cotg (77 + x) 
. _ tg (27 7 - x) • sec (27 r - x) 

® y sec (377 - x) • sen (-x) 


h) y 


COS (2 77 - x) • cotg (y- X) • COS ( «^y- + X) 
sen (-x) • cotg (77 + x) . sen (y + x) 


RESPOSTAS 

1) a) -cos 45° = 


b) sen 60 = 


VT 

VT 2 


c) _ -tg 10°= -0,17633 

7T V$ 

d) seny = j 

. n VI 

e) _cos T = T~ 

0 -tgy=-l 

g) - cotg X 

h) sec x 


m) -cossec -7- = -2 

o 

n) -seny = -0,58779 


o) -cossec x 

p) cotgx 

q) cos 30° = 


V7 


i) -cos 45° = - 


VT 


j) t g 60° = VT 


,, 7T 1 

1) -cos T =- T 


r) -sen 45° = 

. 7 T 1 

s) -sen-g-= -y 

,, 7t 1 

t) cos y = T 

u) -cotg X 

v) cossec x 
x) -sec x 


2) a) sen 30° = 

b) tg 45° = 1 

c) cos 30° = 


1 


f) -cos 30 =-- 


vr 


d) cotg 60° = 

e) -tg 30° = - 


VT 

In 


In 


g) -sen 30° = -i 

h) tg-J= 1 

i) -COSy= -y 


j) -seny = 


vr 

2 


n * 1 

l) COS — = y 

m) tg (77 + X) = tg X 


n) sen (77 - x) = sen x 

o) cos (77 + x) = -cos x 


3) a) 0 d) 2 cos x g) sec x 

b) -tgx e) senx*tgx h) -tg 2 x 

c) -1 

SEQUENCIA B 


i ^ 

1) Sabendo que sen x =y e 0 <x <y, calcule o valor das 


expressoes: 

, sen (77 + x) • cos (77 - x) 
a) y = - - ^ - 

tg (y+ x) 
sen (y + x) 


=: 

4 


b) y = 


=r X - 

cZ 


tg(f-x) 

, 377 . 

sen(— -x) 

c) v= - - x- 1/3 

sen (-x) 


sen (y + x) • cos (- 7 - x) 

d) y t 1 =■ -OSS' 2 as = - 


cotg (y+ x) 


377 


e) y 


sen (y- x) • cotg (— + x) 

= — = i 


, 37T . 

COS (y x) 


0 y = sen -y~ + sen (777 + x) • cos (-y- + x) 

= - f 

, n . , 377 . 

cossec (y- x) • sen (— y + x) 


g) y = 


1577 

tg (977+ x) • sen (-y- + x) 


rr C<9& S£C X ^ ° Z 

2) Reduza ao 1? quadrante e determine o valor: 

a) tg (-390°) - ^ 330** 30 °- 

b) cos (—210°)- 095. 30°= - VH 

a. 

c) sen (-330°) - 30° - _L 

oL 

d) sen ( - -y) - 5 if - _ JJL & - 

9 3 3 X 

e) cossec ( — j— ) - JjL - _ /-f 7 

*4-4 

7977 

0 cotg( ._ )rC< ^ *£* oefyx.t ff 



Equacoes Trigonometricas 

Neste capftulo, pretende-se que o aluno: 

a) saiba resolver equacoes do tipo 
sen x = a, cos x = b, tg x = c. 

b) saiba resolver equagoes trigonometricas que re - 
caem nas an ter i ores. 


Nos capitulos anteriores, voce aprendeu a calcular os valores das funsoes seno, cosseno, tangente etc. de um 
arco x. Vejamos agora como calcular o arco x, conhecendo-se o valor de sen x ou cos x ou tag x etc. 

EQUAQAO DO TIPO sen x = a 

159. Observe as seguintes figuras, onde estao assinalados arcos que tem o mesmo seno e 0 < a <y : 



Voce tem que: 


IP) Os arcos do tipo a e (n - a) tem senos iguais e positivos. 

29) Os arcos do tipo (tt + a) e (2n - a) tem senos iguais e negativos. 
3P) Os arcos congruos tem senos iguais. 


160. Complete, entao, o que se pede: 

a) x = 90° => sen x = 

x = 90° + k . 360° = -y + k • 2n => sen x = . 

Portanto, se voce tiver a equa$ao sen x = 1, podera escrever: 

sen x = 1 => x = + k . 360° = + k . 2n, onde xea solu 9 ao. 

b) x = 270° + k . 360° = -Ip + k . 27r => sen x = - 
Portanto, se voce tiver a equasao sen x = - 1, podera escrever: 

sen x = - 1 => x = pSP.l. + k . 360° = + k . 27T, onde xea S 0 IU 9 I 0 . 
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c) x = 0° + k . 360° = 0 + k . 2 tt =» sen x = e 

x = 180° + k . 360° = 7T + k . 2n => sen x = 

Portanto, se voce tiver a equa$ao sen x = 0, podera escrever: 

x = ..£!+ k. 360° = ..<?.+ k. 2 tt 
sen x = 0 => << ou 

x = 180° + k . 360° = 7f +k. 2 tt 


d) x = 30° + k. 360° = -g- + k . 2ir => sen x = _/ 


x = 150° + k . 360° = + k. 2rr => sen x = 

o2. 


Portanto, se voce tiver a equa£ao sen x = -i- , podera escrever: 

x = ..^5° + k . 360° = j? + k . 2 tt 

6 


sen x 


ou 


x = /50° + k . 360° = 5/7 + k . 27 r 

6 


e) x = 210° + k. 360° = + k . 27r => sen x = i- e 

6 


x = 330° + k. 360° 


1 1 7T 


+ k . 27r => sen x 


d 


Portanto, se voce tiver a equa^ao sen x = - -j , podera escrever: 

f x = A 40° + k . 360° = 7JL + k . 2 tt 


sen x = “-j 


6 


ou 


x = k . 360° = Ot + k . 2 t r 

6 


„ VT , 

f) sen x = => 


x = ^5° + k . 360° = JL + k . 2 tt 

4 


OU 


X = /35% k . 360° = 3£ + k . 2 tt 

4 


g) sen x = - — =» - 


VJ 

2 


x = °2c2S°+ k . 360° = SJL + k . 2 tt 
^ 


OU 


o 7 If 

X = 5/5% k . 360° = T" + k . 2tt 

* '&CO * 

45° 


'4 


h) sen x = 




X = + k . 360° 

OU 

x = 120°+ k. 360° 


JJ— + k . 27r 

3 


££ + k . 2?r 

3 
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VT , 

1 ) sen x — => ^ 


x = <2^°+ k . 360° = 4ji + k. 2 tt 

3 


ou 


5 n 


x = 3oo° + La6$°. = zir 

e^c sec 

60° _£ 

3 


[ (60° + x) = ..30° + k . 360° 

j) sen (60° + x) = y => \ ou 

I (60° + x) = J50° + k . 360° 

e 60° + x = 30° + k . 360° =* x = - 60° + 30° + k . 360° = - 30° + k i% 3§0° = + ±.±Z.. 

ou 60° + x = 150° + k . 360° => x = .-60p+'J50°+±360= 9g°t£J.&2° 


1) sen 2x = 


V^3 


2x= 60°+ 360°= Z+A.ztf 

3 

OU 

2x = /<20° + k 360°^ ^ + k.aiT 

3 


e 2x = 60° + k . 360° = 
ou 2x = 120°+ k. 360° 


x = 


60 °+ k. 3601 ■ 


? 30°+ k. /SO°= ^ * /7 




EQUAQAO DO TIPO cos x = b 

7T 

161. Observe as seguintes figuras, onde estao assinalados arcos que tem o mesmo cosseno e 0 < a <-^ : 





Voce tem que: 


IP) Os arcos do tipo a e (2 tt - a) tem cossenos iguais e positives. 

2P) Os arcos do tipo (tf - a) e (7r + a) tem cossenos iguais e negativos. 
3P) Os arcos congruos tem cossenos iguais. 


162. Complete, entao, o que se pede: 

a) x = 0° + k . 360° = 0 + k . 27T ■■—•= » cos x = 

Portanto, se voce tiver a equa 9 ao cos x = 1, podera escrever: 

cos x = 1 => x = m O°+ k . 360° = mm O m + k. 27 t, onde xea S0IU9I0. 
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b) x - 180 + k . 360° = tt + k . 27T — > cos x = -£ 

Portanto, se voce tiver a equasao cos x = - 1, podera escrever: 
cos x = - 1 => x = + k . 360° = . //_ + k . 2 tt 

c) x = 90° + k . 360° = “ 2 " + k . 27 r => cos x = O e 

x = 270 + k . 360° = + k • 27r => cos x = O 

Portanto, se voce tiver a equa 9 ao cos x = 0, podera escrever: 


cos x = 0 


x = + k . 360° = JL + k • 2tt 

<2 

ou 

x = <2/0° + k • 360° = 3 u . + k • 27r 

<2 


d) x = 30° + k . 360° = -|- + k . 2 tt = 


cos x = e 


x = 330° + k . 360° = + k . 2 tt => cos x = 

<3 


2T 


Portanto, se voce tiver a equa^ao cos x = — ^ — , podera escrever: 


cos x 


2T 


r X = -3<?° + k . 360° = JL + k . 27T 

6 

ou 


330° 


H ff 


x = _ 30° +k - 360 = T +k.27r 


e) x = 150°+ k . 360° = + k . 2rr => cos x = - & e 

...A.... 

x = 210°+ k . 360° = ^ + k . 2 tt => cos x = WT 
Portanto, se voce tiver a equa 9 ao cos x 

27 


27 


, podera escrever: 


r x = 150° + k . 360° = 5jL + k . 27T 

6 


COS X = - 


ou 


X = c3/e>°+ k . 360° = 7JL + k . 2n 

6 


x = OO + k . 360° = JL . + k . 27r 

3 


f) COS X = ~Y 9 M 


ou 


300 c 


5" 


x = + k . 360 = + k . 27r 


-6<2 C 


9Us 


-JL 

3 


g) cos x = - Y ' 


x = /<20° y~ A. 360 ° - A ■ 3 // 

m 3 

ou 

X = 024^° / ^ 5(50^ 4/ i- A air 

3 
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h) cos 


X = ^T’ => ' 


x = 4 - 5 ° -h k. 360° = JL_ + k. £ / 

t 


ou 


77 / 


= 3 <£t -f k. 360°- 4 f k S.)i 

jl. 

4 


X - <KC 

- 45 ' 


i) cos x 


VjJ 


x = 435° -h k. 360 SjL +■ k. a# 

4 


OU 


X = <23,5° +- kr. 360 S£+ k. *if 

4 


j) cos 2x =-y => -< 


x = /AO° + 


k. 360°- gtl *■ k. <2 


OU 

x = 4.40° +■ k 360°- 4JL 6 k . Q, it 1 

3 


e 2x = 120°+ k . 360° =» x = ^°— A 3 99l= 60°+ k. /80°- JL + k.JT 

A. 3 


ou 2x = 240° + k . 360° => x = 


a 240° 4- k. 360‘ 


= /<20 °f k. /80°= AJL + k. n 

3 


1) cos 3x = - 




3x = 450° t k. 360°= £jL + j 7/ 

6 


ou 

3x = £<0° f k 360 Zlk+ k Ah 

. 6 . 


3x = J999tA:.9k.9 c 

3x = O 240° 4- k 360° 


x = 50°+ k 4,20°= SjL +■ k °L£ 
48 3 

x = 70° 4- k 420° ZlL + k. A-k 
48 3 


EQUAQAO DO TIPO tg x = c 

7 T 

163. Observe as seguintes figuras, onde estao assinalados arcos que tern a mesma tangente e 0 < a <-j : 
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Voce tem que: 

IP) sen (7r + a) = - sen a 

cos (7r + a) = - cos a 


tg (n + a) = tg a 


29) 


Logo, os arcos do tipo oc e (n + a) tem tangentes iguais e positivas. 
sen (7r - a) = - sen ( '2tt - a) = sen a 


- =» tg (n - a) = tg (2n - a) = - tg a 

cos (n - a) = - cos (2n - a) = - cos a 

Logo, os arcos do tipo (7r - a) e (27r - a) tem tangentes iguais e negativas. 


3P) Arcos congruos tem tangentes iguais. 

4P) Os arcos que tem tangentes iguais diferem entre si por urn multiplo de 180° e vamos, por comodidade, 
expressar esses arcos por meio de uma unica expressao. 

Assim, os arcos: 

a) 0° + k . 360° 1 

e > podem ser expressos por 0° + k . 180° 

180° +k. 360° J 


b) 30° + k . 360° 
e 

210°+ k . 360° 


► podem ser expressos por 30°+ k . 180° 


164 . Complete, entao, o que se pede: 

a) x = 0° + k . 180° = 0 + k . 7 r ===> tg x = 

Portanto, se voce tiver a equa 9 ao tg x = 0, podera escrever: 

tg x = 0 ==> x = m D" + k . 180° = + k . 7r, onde x e a solu 9 ao. 

b) x = 45° + k . 180° = -| + k . t r => tg x = /... 

Portanto, se voce tiver a equa 9 ao tg x = 1, podera escrever: 
tg X = 1 => X = 45 ° + k . 180° = JL + k . n 

f 

c) tg x = => x = 30 ° + k . 180° = JL + k . 7 r 

3 <5 


% 


d) tg X = vT => X = 6o° + 4. /SO°= JL. + /7 

3 


e) Como tg 135° = 


sen 135° 
cos 135° 


sen 45° 

- cos 45° 



x = 135° + k . 180° = --p + k . 7r => tg x = ^ 


- 1, entao: 


Portanto, se voce tiver a equa 9 ao tg x = - 1, podera escrever: 

tg X = - 1=> X = * 35 ° + k . 180° = ALL + k . tt 

4 
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f) Como tg 120° = 


sen 120° 

cos 120° 


A&n 60 ° 
-c&s 60° 


%— = - 1/3 


entao: x = 120 ° + k . 180° = + k • n => tg x = -j/IJ 

Portanto: tg x = - \fT =*=» x = 0 + £ /80°= ^J/ +- k Tf 

3. 

g) tg x = - - => x = /50° + £ / 80°= 5j£ + £. 

h) tg (30°+ x) = v"3~=> (30°+ x) = &o*+ tc. 1 80°= X + A . f 

e 30° + x = .60°^£JS0° => x = 60 % £ /SOI 30° 30 V £. /SO°=£.%£ 
0 tg (•§ + x) = 1 =* (-j + x) = £ + / 

e 4 r + x = -T- => x =-j + k;r - Jt- = - -A- + kff 

3 4 3 42 


OUTRAS EQUAQOES TRIGONOMETRICAS 

165. Voce vai resolver agora equates que por meio de transforma 9 oes adequadas recaem nas 
anteriormente. 

Assim, resolva as equa 9 oes dadas, completando o que se pede: 
a) 2 sen 2 x + cos 2 x = 2 

Substituindo cos 2 x por 1 - sen 2 x e resolvendo a equa 9 ao em sen x vem: 

2 sen 2 x + = 2 

/S&rv 2 x + l ~ <>2 
X = 4- 

yijgm X - 1 1 


voce obteve 


< 


sen x = 1 => 
ou 

sen x = - 1 => 


\ = ° ^ * <3&C) r* A &.£.// 


x = c 0,^0° -h ^ • 360 =? 3JL- + k ■ o2 // 

oi 


e V= {x£llx=|+k.2ir ou x = -y + k . 27r } eo conjunto dos valores 
verdadeira a senten 9 a 2 sen 2 x + cos 2 x = 2. 


b) cos 2 x + 2 cos x = 3 

Resolvendo a equa 9 ao em cos x vem: 
cos 2 x + 2 cos x - # = 0 


A = J**- 4.i(-3)~ /6 

va = 


equa 9 oes vistas 


x que tomam 
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COS X = 4 


f G&S JC - — - - 3 

A 

C&<> JC - $Ls I 

a 


voce obteve « 


cos x = 1 
ou 


cos x = - 3 = 
e V = {xEll Z.f.A.&L . } 


nao existe x e 1R tal que cos x < - 1 


c) sec 2 x = 2 tg x 

Substituindo sec 2 x por 1 + tg 2 x e resolvendo a equa 9 §o em tg x vem: 


sec 2 x = 2 tg x 

= 2 tg x 

A = ,.±'£..Z$... 

>/A = O 


tg x = 

o2 


v - JL.+ 

x * 


voce obteve tg x = 1 = 

e v* /jte ie/jfc + k. /T l 


d) 2 sen x - cossec x = 1 

Substituindo cossec x por - se ^ -- e resolvendo a equa 9 ao em sen x vem: 


2 sen x - cossec x = 1 


2 sen x - = 1 

oc 


2 sen 2 x - 1 = sen x 

ei A4rn* oo - /S&TL J2 - / - O 
A - I *~8= 9 
t£T-- 5 


x ^ *- 3 / * 

/ten 32 ^ 

4 y 


/ 


jz: - 


d 


/Um, 2C - / 


voce obteve -< 


sen x = - ~2 


ou 


x = + Jc. el y 

x 6 


OU 


x= t k. a it 

6 


L sen x = 1 


ff 


x = ■" * ^ • oZ /Y 

oL 


e V = {x gE I x = + k . 27r ou x = + k . 27r ou x = y + k . 27T } 
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. ■ 


T ' 4 * - 

e) tg x - cossec x = 

Substituindo tg x por e cossec x por — J— e resolvendo a equa9ao em cos x vem: 

cos x sen x 

tg x - cossec x 

xesn x ; _ £ _ 

c&s x X x 

X&n 4 x - C&S x - C&s^x 


- i c&s’ 2 x - c&s sc - c&s' 2 x=0 
-d cos'* x *• c&s x + 1 - o 
c&s? x + c&sx - /-O 

c&s x = -It 3 

t/a 1 - 3 4 



voce obteve < 


cos x = - 1 


/TV k. <2 v 


ou 


cos x = ~2 


V- 


x = JjL + U. 


3 

ou 

x = 5^ 


o2 // 


f £.<2, 


QCO _ IL 

3 


e V = ^ -c - j/ 4 4r. <2 7? + k. <2 /f j 


f) sen 2x - cos 2 2x = 1 

Substituindo cos 2 2x por 1 - sen 2 2x e resolvendo a equa^ao em sen 2x vem: 
sen 2x - cos 2 2x = 1 


A^jzsrv a2.-2S - 1 + <Zaz -1 = 0 

sttisri 2 ' <2 jo + /Sesn. <Zjc - cZ-c? 

A - 1 +~ 8 - 9 


iff - 3 

_<* 

d X - zLJL-k- ^ 

d 'Sx l 


' sen 2x = - 2 ==> nao existe x G 3R tal que sen 2x < - 1 
ou ^ 

sen 2x = 1 => 2x = JL -h k . <2 jt 

V- Cxi 


voce obteve 


EXERCI'CIOS 


SEQUENCIA A 


1) Resolva as seguintes equates trigonometricas: 

a) 2 cos x = 1 

b) 2 sen x + 1 = 0 

c) 2 sen (x + 20°) -1 = 0 

d) 2 sen 2 x - 1 = 0 

e) tg x - 1 = 0 

f) tg 2 x - 1 = 0 

g) tg 2 (x + £)-i = o 

h) 2 sen 2 x - 3 sen x + 1 =0 

i) 2 cos 2 x = VJ cos x 

j) 2 cos x - cos x = 1 

l) 2 sen 2 x = 3 sen x + 2 

m) 3 sen 2 x + cos 2 x = 2 

n) 4 cos x + sec x = 4 

o) sec 2 x = - 2 tg x 

p) 3 - 2 sen 2 2x - 3 cos 2x = 0 

q) tg x + cotg x = 2 sec x 

r) 2 sec 2 x-5secx + 2 = 0 

s) 2 cos x + sec x = - 2 \J~2 

t) cossec x + 1 = cotg 2 x 

4 

u) 4 sen 2x + — ? = 5 

sec 2x 


RESPOSTAS 

1) a) V = {xERlx=-j + k.27T ou x = yL + k • 2n} 

ou 

_7[_ 

‘ 3 

b) V = {xGK lx = ^ + k . 2 tt ou x = i£^ + k.27T} 

OU 

JL 
~ 6 

c) V = {x E ]R I x = 10°+ k • 360° ou 

x = 130°+ k . 360°} 

d) V = {x E1R I x = y + k • 27r ou x = y- + k . 27 r ou 

x = -y + k • 27T ou x = y + k . 27T } 
ou 

JL 
” 4 

e) V = {x€Rlx=|+k .»} 

0 V = {xe]Rlx=£+k.»r ou x=-^ + k. 7 r} 

OU 

JL 

"4 


g) V = {x E1R I x =yj+ k • 7T ou x=-jj+k-7r} 

h) V = { x EJR I x = y + k • 27T ou x = y- + k • 27T ou 

x =y + k . 27r} 

i) V = { x E 1R I x = -y + k • 27T ou x = y + k . 27T ou 

x =-y + k • 27T ou x + k • 27T } 

ou 

JL 
' 6 

j) V={xE]Rlx = 0 + k.27roux=-y- + k.27rou 

x = y + k . 27T } 

l) V = {x E 1R I x = y + k . 27T ou x = -y + k - 277 } 

ou 

_ _7T_ 

6 

m) V = {xE3tlx = -| + k . 27T ou x = y + k . 27T ou 

x = -y + k • 27T ou x = -y + k • 27T } 

ou 

JL 

" 4 

n) V = {x E ]R I x =y + k - 27T ou x = -y + k . 27r} 

ou 
7 r 

“T 

o) V = {x E ]R I X =y L + k . 7T } 

ou 

JL 

" 4 

P) V = {xE]Rlx = 0 + k- 7T OU X = y + k . 77 ou 

X =y + k . 7T } 

ou 

JL 

6 

q) V = {x E1R I x =y + k . 277 ou x = y + k . 27r} 

r) V = {xE!Rlx=-j + k.27rou x = y + k . 27r} 

ou 

JL 
" 3 

s) V = {x E 1R I x = y + k . 27T OU X = y + k . 27r} 

t) V = {xElRlx = -y + k • 27T ou x = y + k • 277 ou 

X = y + k • 27T } 

u) V = {xEJRIx = -jy + k • 7T OU X = ~yy + k • 7f} 
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SEQUENCIA B 


1) Resolva as equates: 
a) sen 2 x - cos 2 x = 


1 


/- fx^JR/sc - JL b k. £ f &tc 
b k. « l if f 



b) 2 cos x + 2 sec x = 3 y/~2 

/ X<3JF/sC ^ J?J + k. <2/7 <900 ?£ + 

(4 4 

b k. aff 

c) cotg 2 x - 1 - cossec x 


/= Jjc e iP/r- JL + k. *2 f <9cc sc- §JL +■ k.Z/f 
1^6 6 
sc - 3_'L b k. <0. J f 

d) 3 sec 2 x-7secx + 2 = 0 

/- Lx. JR /x = JL b k. o2 f <9oc X = 5 jL +■ 

' 3 3 

+ k. °2 i/ £ 


1 2 

e) 2 sen x + 4 cos x = 3 + cos x 

J=r / XL ^ &/ SC ~Obk.cZ// OCC SC - /7 y* 

^ 3 
k. oZ // &cc X - 4 ,f - + L' . o2 J j' 


f) sec 2 x = 1 + yJT tg x 

/- 4 x <s jJ3/sc -O b k. f <9cc X- JL+k/Tl 


g) cos 2 3x + 2 sen 2 3x = 2 

Z~ [ =C £ UL / X - JL b k. O 2/7 GCC sc - 

- JL b k. pg If 1 
3 f 

h) sen x • tg x + 2 cos x =-j 

l/j= jjc €. Jg/x = JL + k. c2 /7 <9to =c - 

b k. LI 77 ^ 

i) 1 - sen 2 x + 3 cos x = 2 + sen 2 x - 2 cos x 

\J-fsc <£ JR/X. ~ JL b k. <£ /7 sc~ 

- jJL + k. aft 

3 

j) 2 tg x - 2 cos x = sec x • (2 sen 2 x - 1) 

/- J x. ^ 33 / x - JL + k. o2 77 &tc sc =- 5/7 + 
< 6 6 

b As. Aff 
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Adicao de Arcos, 

Arco Duplo e Arco Metade 

Neste capi'tulo, pretende-se que o aluno: 

a) saiba determinar funqdes dos arcos a + b, ^ , 

2a, conhecendo as f undoes do arco a e do arco b. 

b) saiba aplicar as formulas obtidas para esses arcos 
em resol upao de equaqoes e verificaqao de identi- 
dades. 


ADICAO DE ARCOS 

166. Vamos considerar os arcos da forma (a + b) e (a - b) e calcular as fringes trigonometricas desses arcos, 
conhecidas as funsoes do arco a e do arco b. 

Para esse estudo usaremos sem demonstra^o as seguintes afirma 9 oes: 


1?) sen (a + b) = sen a 

2?) sen (a - b) = sen a 

3?) cos (a + b) = cos a 

4?) cos (a - b) = cos a 


cos b + sen b . cos a 
cos b - sen b . cos a 
cos b - sen a . sen b 
cos b + sen a . sen b 


Entao, conhecidas as fringes dos arcos 45° e 30°, voce pode calculator exemplo, o seno do arco (45° + 30°). 
Assim: 

sen (45° + 30°) = sen 45° . cos 30° + sen 30° . cos 45° = + — . — = ^~ + ^ 

2 2 2 2 4 


167. Calcule voce, completando o que se pede: 
75° = cos 

Ve-vZ 7 


a) cos 75° = cos (45° + ) = cos 45° . cos mm pP mm - sen 45° . sen p® = ^ <z ~ 'k" 


4 


b) sen 15° = sen (60° - ) = sen 60° . cos a ppp mummm - sen 

_ 7& 1 - T / S~ 7 


45 c 


n/f _ 7 (qI-t/S 1 . 1 - 
^ . cos 60° = <£ <2 <3 ^ 


+ 


c) cos 120° = cos (90° + ma PP ammm ) = cos mm PP mam • cos 30° - sen 90° . sen m pP mmmm = ^ "ST” " ^ g ~ ^ 
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d) sen 105° = sen ( .60° + 45°) = 


e) sen = sen (ir + -g-) = tZt.fZSS. gr. t. A&ZU . gr. r. <&$. . ((. r..Q:. .-fg?. L.£. . r. ZrJJ.r.S. —■. . 


f) sen (^ + x) = 


g) cos (— - x) = c&s £f . c&s x. + ^-n. JL . si&yi. ^c = &• e®3 JS 0./:. . f4300..3r..r.. .3303. ..3r.. 


h) cos (— _ x ) = ^ ■ ° &s ^ ^r‘ -* e/ri ' ^-O. c&s i -/Msn, sc. 


168. Para a tangente dos arcos (a + b) e (a - b), valem as rela§oes: 


tg (a + b) = 


tg a + tg b 


1 - tg a . tg b 


. , , , tg a - tg b 

8 3 ~ 1 + tg a • tg b 


Complete voce: 

a) tg 75° = tg (45° + 30 ° ) = 


/r 3 t yr 


3 r 


4 45°+ Z# 30° _ / * ^ = 

3.9l. (.7../..:.*§:. Z-sJI! 


3T 


45^ 4. g(9° = /- If 


3 - VT 7 

3 


=- <2 v- VIT 
s-yf _ , , 


b) tg 15° = tg (45° - ...-^r.) = 


5 7T 


2 71 

T 


i = S+ Zq. 45°. % 

30 ° / + /. 3f- 

3 3 -A Yf 

3^, // i- Zq. -f- 

O i- £ / 

- / 

= / fa /. fa 4- 

f-O.i / 


v- W"4‘"" 



4 - /r - 4- # 

£? - ^5^ 



/ /■ a yT 


^ /gig* ^ /5° _ < 7 - / 

e) tg 135° = tg (180° - J m 5 1) = 


Exercfcios a resolver: itens 1 e 2, pag. 182. 
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I 

ARCO DUPLO 


■ 


169. Conhecidas as fun?oes de um arco a, podemos obter as fui^oes do arco 2a (arco duplo), bastando.para isso, 
fazer b = a nas expressoes das fun95es do arco a + b. 

Assim, voce tem: 
sen 2a = sen (a + 

cos 2a = cos (a + - .<^21. . . <£. ; . cl 

tg 2a = tg (a + O- ) - A— + _ 2 

1 " 1 - £$.±gl 

A expressao cos 2a = cos 2 a - sen 2 a pode ser expressa apenas em sen a ou em cos a. Para isso basta substituir 
cos 2 a ou sen 2 a como segue: 

substituindo cos 2 a por 1 - sen 2 a, vem: cos 2a = 1 - 2 sen 2 a 

substituindo sen 2 a por 1 - cos 2 a, vem: cos 2a = 2 cos 2 a - 1 


Exercicios a resolver: item 3, pag. 182. 


170. Aplica 9 ao: 

a) Verifique a identidade — S ~ ^ ~ CQS = tg b 

H sen (a + b) + sen (a - b) 8 ‘ 


19 membro 


cos (a - b) - cos (a + b) CL ' ^ + /S&nb -{cat cl css 6 - cl- y>esn . b) 

sen (a + b) + sen (a - b) . .f f mm Ss&Q. cos os + m Fs^cc. \ <?g$b m : m s$#rjS. m c&s cl 


c< ^ L t. ^ - c&s • c&s +• sj^enT. &, . yj&nA 2, /Sena.. /S&nb 

suirrva.. ces 6 + cl . c&s b <£ -<scm a. c&sb 

b) Verifique a identidade sen b . cos (a - b) + cos b . sen (a - b) = sen a. ~ ^ r rwmSz&' J 


19 membro 


sen b. cos (a - b) + cos b. sen (a - b) = 4?it 

: SLS r ^“' css6 --«» A - 

ok* a* 


'**»' C b * C&s*b) = yS&n, cl. 

c) Verifique a identidade (sen x + cos x) 2 - (sen x - cos x) 2 = 2 sen 2x. 


/ a?-° rn&rnjh.6~ j 


19 membro 


(sen x + cos x) 2 


(senx - cos x) 2 - ..t •£ ~ 

- ( yiesn. A X. + C&s - o2 y^em, ac . cas jcJ - /+ <2 yc&n a:, co -. s JC - l + o2 X . 

• 0^5 SC ~ d. <>L ySesri SC . C&S sc~°2. o2 sxs 


*2? -rnjbvrijfrzo 


d) Resolva a equa 9 §o sen 2x - \fl sen x = 0. 

Substituindo sen 2x por 2 senx. cos x e resolvendo a equa 9 ao, vem: 

sen 2x - \f~2 senx = 0 

cZ /S£nz sc . c&S sc - t/oT y^n, - O 
ysjyn. sc - feZ c&rs sc - i/sp ) ~ O 
^enz. a:= 

o2 c<93 3C-72. =0 =?> c&s jc - 

<2 
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voce obteve: sen x = 0 


x= O -/- A: . c2 if 

ou 


ou 


COS X = 


V2 


x = ir r 


OU 


UL 


X = 

<5*^ - ft 

e V = jf? d£/%. &&. . .r£. rf. . . . A,. .<£. /?.$**■: . .T. . ~f .:. . .£ . k:. . ??. . 

e) Resolva a equa$ao y cos x + ^y— sen x = - 1 . 


1 n/T 

Substituindo — por sen 30° e — — por cos 30° e lembrando que sen (a + b) = sen a . cos b + sen b . cos a, 


vem: 


1 


— cos X 


, y/3 

+ -y- sen x = -1 


Axm 30 CO ' S do + COS 30° JC--JL 

f30° + 3C)= 

voce obteve: sen (30° + x) = -1 => (30° + x) = . .f£ * 


x = £40° + k. 360° 


4/7 

+ k.27r 


jjO «S jR/xl - ^ 02 ^ 


f) Resolva a equa?ao cos x + VT sen x = 2. 


Multiplicando todos os termos de equa 9 ao por — e lembrando que sen (a + b) = sen a . cos b + sen b . cos a, 


vem: 


cos 


x + y/T sen x = 2 


/ 


-f • COS oc +- S>&n jc. = / 

d 


A^n. 30 ° c&<> x. +■ 30. /s>esnx.= / 

A&n. f' 30° ^ x)=i 

Voce obteve: sen (30° + x) = 1 => (30° + x) = 

x = .. 6 . 9 .°fr..A. 3 . c . : 


~ir + k.27T 


Exercicios a resolver: itens 4 e 5, pag. 183. 


ARCO METADE 


171. Veremos agora as rela?oes entre as fu^des de um arco a e as fun^oes do arco metade — , como segue: 

19) As expressoes das fun 9 oes trigonometricas do arco metade -y>quando se conhece o cosseno do arco a, 
sao dadas por: 


sen - 




- cos a 


tg 


cos 


I -/ 1 


• =± /n. 

2 V 1 + 


cos a 


cos a 


cos a 
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J 


. 






: 




2 




29) As expressoes das furu^oes trigonometricas do arco metade ~ »quando se conhece o seno do arco a, podem 
ser obtidas calculando-se primeiro o cosseno do arco a pela rela^o sen 2 a + cos 2 a = 1 e em seguida usando-se 
as redoes anteriores. 

39) As expressoes das fun^oes trigonometricas do arco a quando se conhece a tangente do arco metade — 
sao dadas por: ^ 

2.tg| 

sen a = 

i + tg 2 y 


cos a 


1 + , « , T 


2 tg- 


tg a = 


1-tg^ 


172. Aplica^ao: 


19) Sabendo que cos a = e 180° < a < 270°, calcule sen cos-| e tg-^-: 


a) 180° < a < 270° => i^.° < -i < 


90° < -L < /35°=> i- g <2- 


quadrante. 


"T e ..f?.?... quadrante 


sen — ^ 0 


a / 

cos— 0 

tg y 0 


b) Calculo de sen — : 


sen 


|. 1 yn^r = 1 yni 


a ^ 
sen— = ± 


a t o 

quadrante 


tif ^ 1 


sen - 


+ / -y 


c) Calculo de cos — 


cos 


a = ± / 1 + cos a _ 4 /2Z27- -* /T" 
2 V 2 ••••••^3 


i: -± L 


a 


a: — — 

••A 


a ° 

2 * £ ..^.1 quadrante => cos — 


oi 


d) Calculo de tg — : 


tg 


a_ = + / 1 - cos a J i / - + J ~F_ ' = ± yf 

2 V 1 + cos a ^ 


a 9 c? ^ 

y £ ..I.::.... quadrante => tg — = 


-y? 
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29) Sabendo que sen a = e 270° < a < 360°, calcular seny, cos ^ e tg — ; 


a) Calculo de cos a: 

270° < a < 360° => a G ...ff.'.. quadrante => cos a 0 


sen 2 a 

+ 

cos 2 a 

= 1 



/6 






..<£5.... 

+ 

cos 2 a 

= 1 

y 

/<5 

_ ■? 



cos 2 a 

/- 

' <es 

^5 



cos a 

= ± v 

/ _2L 

..£5.. 

= ± 

a G ... 

/ 

quadrante 

=> 

cos a = 


3 

"5* 


b) 270° < a < 360° 


270° a 

2 2 


L G d-° 

2 




,cfrtam& 


3 

.. 3 .... 



360° 

2 

=> 

/35"< 

a 

sen — 


. 0 

c°s| 

< 

. 0 

tg f 

< 

. 0 


a < J80°' G quadrante 


c) Calculo de sen — : 


sen 


i . t jh^l , t ,{^^j..££: ±{£. z ±.S:. 


a a 

— G quadrante => sen — = 5..... 

Z Z 


d) Calculo . de cos — : 


cos 

a 


£ = ± cl = -jjj 


% = t lf¥ sr * 


— •‘—oST* 




— £ quadrante => cos— = 

z z 


e) Calculo de tg — : 


sen — 
a 2 


tg 2 


3 


- -y^ 7 _ 


a 

cos 2 




5 


a yf 3~ 

39) Sabendo que tgy = — — , calcular sen a, cos a e tga: 


a) Calculo de sen a: 


sen a = 


2tg § 


d. j[£_ ajUL 

3 ~ 3 


1 + tg 2 — 


b) Calculo de cos a: 


1 - tg 2 T 


cos a 


/Ti: 

var" 

a." 

9 

? 


/- 3 - 

6 


9 

- $ 

= _/ 


1 + tg2 7 *+ f 
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♦Tv 4 


\ • 


• ■ • - - *- * -• • • • • • - •- 


c) Calculo de tg a: 
tga = 


2tg y 


1 - tg2 2 


# 


C? -Z3 7 

3 

6_ 

9 


73 


49) Mostre que 2 cotg a + tgy = cotg y e uma identidade. 

2tgy 

Partindo do 19 membro e substituindo tga por 


19 membro 


, vem: 


1 


2co te a*, g i.2. 1 i 7t ,g|.2._ i4S 


. ih cu s j_=. 

- Xj * 4-f ••••*£•••• 


+ tg f 






^ f 


•<52:- 


29 membro 


5?) Mostre que ^ en X — = tg e identidade. 
1 + cos x 6 2 


Partindo do 19 membro e substituindo sen x e cos x em funcao de tg — , vem: 

^4# 2 


19 membro 

sen x 

1 + cos X 

^4- 4 


- ^ 

g. 

2 of 


^4 


i.-* & 


T — , 

o JL / + 



/ + ** 


< 2 -? rrMonjfa& 


EXERCICIOS 

SEQUENCIA A 


Exercicios a resolver: itens 6 a 10, pag. 183. 


1) Usando as formulas de adigao de arcos, calcule: 
a) cos 105° 


, . 47 r 
g) tg — 


b) sen 225° 

c) cos 135° 

d) tg 210° 

e) sec 15° 

f) cossec 75° 


h) cos 


1 1 77 


i) COS (y + x) 

.. 3 7T 

j) cossec ( — — + x) 

u , 377 

l) COS (y X) 

m) cotg (77 + x) 


2) Sabendo que sen a = — e a E 1 9 quadrante, calcule o valor de : 


a) sen (— + a) 


b) cos (— - a) 


c) tg (y + a) 

d) sen - a) 

o 

x , 77 

e) sec (y - a) 

0 cos (60°+ a) + 
+ cos (60° - a) 


g) sen (30° - a) + sen (a - 30°) 

h) sen (30° + a) - sen (30° - a) 

77 77 

i) sen (— + a) - sen (y - a) 

j) tg (y - a) - tg (a - y ) 


3) Sabendo que sen a = — e a E 19 quadrante, calcule o valor de: 


a) sen 2a 

b) cos 2 2a 

c) cotg 2a 

d) sec 2a 


e) cotg 2a + tg 2a 

f) sen 2a . cotg a 

g) 

hr sec 2a 

h) sen 2a - cos 2a 
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4) Verifique as identidades: 


a) sen (y + a) - sen ( — - a) = sen a 


b) tg (y - a) . (1 - tg 2 a) = sec a - 2 tg a 


sen (a + b) - sen (a - b) 

) cos (a + b) + cos (a - b) 8 


.. cos (a + b) - cos (a - b) . 

d) — r — = -2 sen a 

sen b 


2 

e) 1 + cos 2a = 2 cos a 


_ 1 - cos 2a o 

f) = sen' 4 a 


v 1 + cos 2a 
g) — = cot S a 


h) 


sen 2a 

1 + sen 2a + cos 2a * 
: = 2 cos a 


sen a + cos a 


i) cotg a + tg a = 


sen 2a 


j) 


1 


cossec 2 a 


cos 2a cotg 2 a - 1 


5) Resolva as equates trigonometricas: 
a) cos 2x + sen x = 1 


b) 2 sen x . cos x = 1 

vT _ ^ 


c) v y ■ cos x + - 1 —- sen x = -1 


d) sen x + vF cos x = VT 

e) sen x + cos x = 1 
0 tg x + 1 = sec x 

g) (3 tg x - \/3) . (2 cos x + 1) = 0 


h) sen 5x - sen 3x . cos 2x = 0 
Sugestao: sen 5x = sen (3x + 2x) 


i) cos 3x + sen 2x . sen x = 0 
Sugestao: cos 3x = cos (2x + x) 


j) cos 2x + sen 4x = 0 

1) sen x . sec x + cos x . cossec x = 4 


7T 

6 ) Sabendo-se que cos a = -— e — <a<7T, 


a a * a 
calcule sen—, cosy e tgy. 


3 3 7T 

7) Sabendo que cos a = — e -y- < a <27 r, 


ii a a * a 

calcule sen — , cos y e tg — . 


8) Sabendo que sen a = 


VT? 


e 0 < a < y, 


11 a 3 a 
calcule sen-y, cosy e tgy. 




9) Sabendo que tg y = 2, calcule sen a, cos a e tg a. 


a 3 

10) Sabendo que tgy = -y, calcule sen a, cos a e tg a. 


RESPOSTAS 




g) V 3 " 

vr 


2 

<>-# 

e) V<T- V 2 " 

f) V6-V2 


h) 


i) -sen x 

j) -sec x 

l) -sen x 

m) cotg x 


2) a) 

b) 


4 VJ + 3 


10 

7 VT 


of 


10 

c) 7 

4 - 3 \/F 


g) 0 

3 \/F 


h) 


d) 

e) 


10 

5 VF 




„ , 24 

3) a) ir 

. 625 
e) 168 


f)^ 

; 25 


* 24 
g) 25 


M 17 
h) 2? 


5) a) V = {x E 3R|x = 0 + k.27T ou x = 7T + k.2?r ou 

57T 


x = * 7 - + k.27T ou x = -j- + k.27r} 
6 0 


b) V = {x E ]R|x = -J + k.7r} 


c) V = {x E IR| x = -y- + k.27r} 


d) V = {x GlRlx = + k.27T ou x = 4jy- + k#27r ^ 


e) V = {x ElRlx = 0 + k.27T ou x = -y + k.27r} 


f) V = {x ElRlx = k-27r ou x = y + k.27r} 


g) V = {xElR|x=F + k* 7r ou x = + k .27T 

o 3 


x = + k - 2 7r} 


h)V={xElR|x = k.7r ou x = y- + k - 7T 


7T , 2 7T 7T - 27T -i 

x = y- + k.— °u x = y + k.— } 
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i) V-{x£]R|x = -j- + k.7r ou x = -^- + k . ir 

“J + k - 2 ^ ou x = + k -27 t} 

j) V = {x e ]R|x = ^ + k.7T ou x = + k. 7 T 

4 4 

x= lT + k * 7r ou x = + k *7r} 

1) V = {xG3R|x=^- + k.7r ou x = -y^- + k . tt} 


6)sen f = ^T"’ cos f =|; tg-| = VT~ 


VI 


7 > sen T = “4 


V14 


VI 

7 


8) sen -| = „ 

2 4 


VI a V10 

• cos 2 = — 


; t g ±. 

’ g 2 5 


4 3 4 

9) sen a = — ; cos a = - — ; tg a = - — 

0 5 3 

12 5 12 

10) sen a = - — ; COS a = -— ; tg a = -y- 


SEQUENCIA B 


1) Verifique as identidades: 
x sen 2a 

a) 2 - 2 cos 2 a = COtga 


b) 


cos 2a 


tg 2 a - 1 


c) cotg 2a . cossec 2a = — (cossec 2 a 
sen 2a 

d) — = 1 + cos 2a 

tg a 

x 2 cos 2a 

e ) .0 T = 1 - cos 2a 

cotg' 6 a - 1 

0 tg 2a . (cotg a - tg a) = 2 
1 + sen 2a cos a + sen a 


g) 


cos 2a 


cos a - sen a 


, sen 3 a - cos 3 a t 1 

h) ~sen a - cos a = 1 + 2 sen 2a 

i) sen 3a = 3 sen a - 4 sen 3 a 

Sugestao: sen 3 a = sen (2a + a) 

j) cos 3a = 4 cos 3 a - 3 cos a 
Sugestao: cos 3a = cos (2a + a) 

l) (sen -| + cos ) 2 = 1 + sen a 

i + tg 2 | 

m) sec a 


1 - tg 2 j 


2 * 


n) sec a = 


cotg 


2 -s- -1 


o) 


sec | + cos j a 

= rn« — 


= cos — - sen 


- sec 2 a) 


sec a + tg a 


Transformacao em Produto 


Neste capi'tulo, pretende-se que o aluno: 

a) conhega as formulas de transformagao em pro- 
duto. 

b) saiba aplicar essas formulas. 


■ 


- 






TRANSFORM AQAO EM PRODUTO 

i 


173. Vamos transformar em produto as adisoes do tipo: 
sen p ± sen q, cos p ± cos q e tg p ± tg q. 

Para isso, vamos retomar as redoes: 

sen (a + b) = sen a • cos b + sen b • cos a 

sen (a - b) = sen a • cos b - sen b • cos a 

cos (a + b) = cos a • cos b - sen a • sen b 

cos (a - b) = cos a • cos b + sen a • sen b 


Somando membro a membro e subtraindo membro a membro as duas primeiras igualdades e procedendo do 
mesmo modo com as duas ultimas, obteremos as chamadas formulas de Werner, que sao: 

sen (a + b) + sen (a - b) = 2 sen a • cos b 

sen (a + b) - sen (a - b) = 2 sen b • cos a 

cos (a + b) + cos (a - b) = 2 cos a • cos b 

cos (a + b) - cos (a - b) = -2 sen a • sen b 

174. Fazendo a + b = p e a - b = q, teremos a =- ? + e b = e, substituindo esses valores nas formulas de 

Werner, obteremos as formulas de Prostaferese, que sao: 




I 

175. Voce tambem pode fazer: 

tg P + tg q = sen p + sen q _ sen p - cos q + sen q * cos p _ sen (p + q) 
cos p cos q cos p • cos q cos p • cos q 


E ainda: 


tg P + tg q = 


sen (p + q) 
cos p • cos q 


t g P - tg q = Sen P - sen q = sen p - cos q - sen q « cos p _ sen (p - q) 
cos p cos q cos p • cos p cos p • cos q 


. * sen (p - q) 

tg p - tg q = — — - — — 

cos p • cos q 


176. Aplica 9 oes: 

Transformar em produto as expressoes seguintes, aplicando as f6rmulas de Prostaferese: 

a) sen 5a + sen a 

sen 5a + sena = 2 • sen . cos ££ .ig. 3a.. o* ia . 

cZ <z 

b) sen 7a + sen 3a 

sen 7a + sen 3a = 2 • sen — ^ ^ ^ • cos — " )Ct ~ • 

<0, <Z 

c) sen 3a - sen a 

sen 3a - sen a = 2 • sen ^ • cos — ^ ^ ^ c&s <z a, 

ol oZ. 

d) sen 7a + 2 sen 3a - sen a 

sen 7a + 2*sen 3a - sen a = sen 7a + sen 3a + ^ - sen a = 

^ I V ; 


= 2 • sen {Q ' r 

<2 


cos + 2 sen • cos ^ 

oZ o2 oZ 


= sZ- wT CL_ ±Jl 

= 2 cos 2a • ( ^ + 'Mm-Q* ) = 2 • cos 2a • 2 sen 


cos 


= 3°-- Ctt <20. = 4 cej^o 2a. . sttsn. 3 CL 


e) cos 50° + sen 60° 

como sen 60° = sen (90° - 30°) = cos 30°, vem: 


cos 


50° + sen 60° = cos 50° + cos 30° = 30 - • ~ °~ 3 °° - cZ. C& s 4o°. c&$ /o° 


f) cos 80 ° - 1 

c« 80 ' - 1 - co S 80 ' - CO. ..at - -«n -j ^ ^ 


g) 1 - cos 80° 


= -2. 40° 


1 - cos 80° = cos 0°__ - cos 80° =-4 a&>\ ~ 8o -- ^@°l^^saj^4o° A&n,/'-4o°)=+Q.s&Ti 


40° 
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h) sen 20° + 1 

sen 20° + 1 = sen 20° + sen = c2 /ibn — - ■ i^2.: ' ^ . 03S(-35°j- 


=. °l siJZnru 55 . 035 35 c 


v m , , . , , sen 2x + sen 2y x , , . . / 

i) Mostre que vale a identidade: y— = tg (x + y) • cotg (x - y) 

sen zx “ sen zy 

sen 2x + sen 2y 


1? membro 


2 sen — - — • cos - ~ 

A 


sen 2x - sen 2y . cue *- 

2 sen ^ • cos 


_ 2 sen ( • cos (.fr...:.Q 

,2 sen ( • cos (.■£..£ .£. ) 

,aiafc*4 . 

cos (x + y) /jt - v) * 


sen 3a + sen a + sen 2a 


2? membro 


= tg 2a 


j) Mostre que vale a identidade: ~ ~ 

J/ n cos 3a + cos a + cos 2a 

Transformando sen 3a + sen a e cos 3a + cos a em produto vem: 


1? membro 


sen 3a + sen a + sen 2a _ + sen 2a 

cos 3a + cos a + cos 2a + cos 2a 


sen 2a •(.4. a ag&S>r.£) 
cos 2a 


s^n, a a. - & SLoo 
CL CL 


2? membro 


EXERCICIOS 

SEQUENCIA A 

1) Transforme as expressoes abaixo em produto: 

a) sen 70° + sen 30° 

b) sen 60° - sen 20° 

O O 

c) sen 20 - sen 60 

d) cos 60° + cos 30° 

e) cos 80° - cos 20° 

f) cos 20° - cos 80° 

g) cos 10° - cos 50 

h) sen 5a + sen a 

i) sen 9a - sen 3a 

j) sen 5a + sen a + sen 9a - sen 3a 

l) cos 2x + 2 cos 4x + cos 6x 

m) sen 5a - sen 3a - 2 sen a 
sen 20° + sen 40° 

n cos 20° + cos 40° 

o) cos 140-1 

p) cos 4x - 1 

q) 1 + sen 4x 



2) Verifique as identidades: 


a) 

b) 

c) 

d) 

e) 


cos 

2x 

+ 

cos 

X 

sen 

2x 

- 

sen 

X 

sen 

3x 

- 

sen 

X 

cos 

3x 

+ 

cos 

X 

cos 

4x 

- 

cos 

2x 

sen 

4x 

+ 

sen 

2x 

cos 

6x 

- 

cos 

2x 

cos 4x 

- 1 


sen 

5x 

+ 

sen 

x ■ 

cos 

3x 

+ 

cos 

7x ■ 


= cotg -j 


= - tg x 

= 2 cos * 
+ sen 3x 


sen 3x 
cos 5x 


RESPOSTAS 

1) a) 2 sen 50° • cos 20° 

b) 2 sen 20° • cos 40° 

c) -2 sen 20° • cos 40° 

d) VT cos 15° 
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e) -sen 50° 

0 sen 50° 

g) sen 20 ° 

h) 2 sen 3a • cos 2a 

i) 2 sen 3a • cos 6 a 

j) 4 sen 3a • cos 4a • cos 2a 

l ) 4cos4x*cos 2 x 

m) -4 sen a • sen 2 2a 

n) tg 30° =-^L 

o) -2 sen 2 70° 

p) -2 sen 2 2x 

q) 2 sen (45° + 2x) • cos (45° - 2x) 


SEQUENCIA B 

1) Calcule o valor de: 

a) sen 105° + cos 75° = 

o2 A&n. 60*?. c&b 40° ~ 

b) sen 2 75° - sen 2 15° = 

o2 40° cos 30 ? cl Sa&n. 30° c&s 45°- 

°L 

, 7T 3 7T 57T 9; r 

C) sen YJ + sen — - sen — + sen — = 

o2 COS * o2 J7_ . C/O^ /J * - 747 

3 6 * ~ c2. 

d) 2 sen 45° • cos 15° = 

60° /- /Sesri, 30 ycT 7 

v ~ 77T 7T 

e) -2 sen -p- # sen — = 

cos °k!L - cos 77 - - 

3 A o2 

0 2 sen 82°30’ . cos 37°30’ = 

/ao°f Aenru 4.5 yz 

< 2 , 


g) sen 15 • cos 45 = 


— . (a&tl 60 ° - 30°) — yS 7 -/ 

<2 2 7 / 


M 1 1 7T 57T 

n) cos ~Yy- • c °s J2 = 

L . ^ /7 y- Jl - jL 

^ 3 6L ' 4 

•v 77T 57T 

0 sen -J2" ‘ cos ■jy = 

T • f // /- Jl)-jL 

6 * 


* 


2) Resolva as equates : 


a) sen 5x - sen 3x = 0 

30 = £. al/7 &CC CC =r ?f -h k. o2 // OCO 

jc ~ ocl dc ~ TLlL + £.£//_ i 

5 4 s * 

b) sen (2x - ~) + sen (x + ■—) = 0 

^ 6 

Z? J 3C d $5/ DC ~ J/ /. J. // <9CC ■*-/<. 4J7 

^ 3 3b J 

pc- 17". /- 7c. 4 77 <9cc sc- 41/7 /- A 4^/77 

/* ' 

c) tg (x --J-) + tg x = 0 

^ /-£ ^ ££/ os. ~ JL + 7. if &tt x.=: s 77 + /<. // C 

c 8 A ' J 


d) cos (2x + -7-) + cos (x-f) = 0 

o 6 

7=fx:eJ?/sc=j: + Ac. 4/7 &tc /f y 7 4/7 

3 3 3 

etc sc. — /- & . 4/7 &tc sc - & 4~ k. 4777 

3 u J 

e) 2 cos x • cos 5x = 2 cos 2x • cos 4x 

/- /rg^/z - /. c2,y 1. + J./7 <s>cc x 

3 3 

k. /I // Oco jr - /T D «ZsJ l 

f) sen 5x • cos 3x = sen 6 x • cos 2x 

7- / oc e. /dc = /<.<£, / ^ j jr - /7/- ^ // (sec - 

= r 1 /- Xr .&«{■ 

6 s oz — 5 — ■> 
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Resolucao de Triangulos Retangulos 

Neste capi'tulo, pretende-se que o aluno: 

a) aprenda as tecnicas de resolucao de triangulos 

retangulos. 

b) conheqa as vantagens do uSo do Ccilculo loga- 
n'tmico na resolugao de triangulos. 


RELAQOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO 


177. Seja o triangulo retangulo BAC: 



Demonstra-se que valem as afirma90es: 


(I) 

(II) 


isto 6: em todo triangulo retangulo, cada cateto e igual ao produto da hipotenusa pelo cosseno do angulo 
adjacente. 

b) Como B + C = 90°, cos B = sen C e cos C = sen B e substituindo esses valores em (I) e (II) vem: 


(HI) 

(IV) 


c = a • sen C 
b = a • sen B 


a) 


c = a • cos B 
b = a • cos C 


isto e: em todo triangulo retangulo, cada cateto 6 igual ao produto da hipotenusa pelo seno do angulo oposto. 
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c) Dividindo membro a membro (III) por (II) e (IV) por (I) vem: 



b = c • tg B (VI) 


c = b . tg C (V) 


isto 6: em todo triangulo retangulo, um cate to e igual ao produto do outro cate to pela tangente do angulo 
oposto. 

d) A area do triangulo BAC e dada por: 



isto e: a area de um triangulo retangulo e igual ao semiproduto dos catetos. 

RESOLUQAO DE TRlANGULOS RETANGULOS 

178. Aplicaremos as relafoes trigonometricas na resolu$ao dos triangulos retangulos, isto e, na determinagao dos seus 
lados, seus angulos e sua area. 

Pode-se determinar todos os elementos de um triangulo retangulo quando se conhece dois de seus elementos, dos 
quais um deve ser lado. 

Assim: 

179. Sao conhecidos a hipotenusa e um angulo: resolver o triangulo retangulo onde a hipotenusa a = 34,25 cm e o 
angulo B = 20°30’. 


r 



O problema pode ser resolvido de dois modos: 


1? MODO: usando os valores naturais das fun^oes trigonometricas. 


a) Calculo do angulo C: 

C + B = 90° => C = 90° - B = 90° - gO'JOL. = 

b) Calculo dos catetos c e b: 

• calculo de c: 

c = a • cos B = • cos 20°30’ 

e cos 20° 30’ = 0,93667 (veja na tabua de valores naturais) 
entao: c = 


c = 32,081 cm 
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• calculo de b: 


b = a • sen B = *20° 30' 

e sen 20°30’ = .QjiSSAL... (veja na ta bua de valores naturais) 
entao: b = 

b = 1 1,995 cm 


c) Calculo da area: 

S = 371,081. {1995 = 584. 8/1595 = 

S = 4 /..SK3:?.. 

d) Solu 9 ao: * C = 69°30’, c = 32,081 cm, b = 11,995 cm e S = 192,4 cm 2 


2? MODO: usando logaritmos. 

a) Calculo do angulo C: 

C + B = 90° => C = 90° - = 90° - ,3C°.30''_ = 

b) Calculo dos catetos c e b: 

• calculo de c: 

c = a • cos B =» log c = log (a • cos B) = log a + log (cos B) 
entao: log c = log + log (cos ) 

log c = £ 56 [4£6 mmmm + 

e log c = 1,50625 => c = . 3£i 08f, m 

• calculo de b: 

b = a • sen B => log b = log (a • sen b) = log a + log (sen B) 
entao: log b = log + log (sen ) 

log b = /^3466_. + £§44£3 Mm = 6Q7&99 

e log b = 1,07899 => b = . . {4 A S.?,S. SP3Zk. 

c) Calculo da area: 

S => log S = log (— y— ) = log b + log c - log 2 

log S = - Q3S26Z3. = 

logS = 2,28421 =* S = 

d) Solu?ao: *C = 69°30’, c = 32,081 cm, b = 11,995 cm e S = 192,4 cm 2 


Observe que voce obteve os mesmos resultados trabalhando de um modo ou de outro. No 19 modo, voce trabalha 
com multiplica 9 oes e divisoes com numeros de 5 a ordem decimal, enquan to que no 2? modo voce trabalha apenas 
com adi95es e subtra 9 oes. 
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180. Sao conhecidos a hipotenusa e um cateto: resolver um triangulo retangulo sabendo que a hipotenusa a = 192,50 cm 
e o cateto c = 79,25 cm. 


Resolvendo por logaritmos vem: 

a) Calculo dos angulos B e C: 

• calculo de B: 

c = a • cos B <=> cos B = — 
a 

entao: log (cos B) = log (y) = log - log ^ = log C m + colog 
log (cos B) = log .7££5 + colog 

log (cos B) = m (g9?g0, + 3^71557^ = £,6/467^ 

e lembrando que a fun$ao cosseno e decrescente no 1? quadrante, vem: 
log (cos B) = 1,61457 => B = 

• calculo de C: 

c = a • sen C => sen C = — 
a 

entao: log (sen C) = log (y) = log - log ^ = log c. + colog ^ 
log (sen C) = log 7^ <26 + colog . 

log (sen C) = / mi 89$OO t + gjjgSZ. = L&.i&P.L 

e lembrando que a fun 9 ao seno e crescente no 1? quadrante, vem: 
log (sen C) =1,61457 => C = f&£40"_ 



b) Calculo do cateto b: 

a 2 = b 2 + c 2 => b = \/a 2 - c 2 = V(a + c) • (a - c) 

entao: log b = log V(a + c) • (a - c) = y [log + log jCf£ m - m {rJ mmmm ] 

log b = y [log + log ] 

logb =-£■[£,434*7' + <2j05404-1~ £ [ 4 , 4 &&<£/]= < 2 , 344 /OS 

e log b = 2,24411 => b = . £.P. 9 ^!^. . 


c) Calculo da area: 


log S = log ( ^y^ ) = log /6 mmm + log 4l... - log .. 

log S = ^ ^ .t: . 

e log S = 3,84208 => S = 


d) Solu 9 ao: * B = 65°41’20”; * C = 24°18’40”; 

b = 175,43 cm e S = 6951,5 cm 2 



181. Sao conhecidos um cateto e o angulo adjacente a ele: resolver o triangulo retangulo, dado o cate to c= 38,5 cm 
e o angulo adjacente B = 40° 10’. 



Resolvendo por logaritmos vem: 

a) Calculo do angulo C: 

C + B = 90° => C = 90° - 

b) Calculo do cateto b: 
tgB=^ => b = c • tg B 

entao: log b = log (c • tg B) = log c ^ + log ( ) 

log b = 

e log b = 1,51184 =» b = 

c) Calculo da hipotenusa a: 

D c 

c = a • cos B => a = =: 

cos B 

entao: log a = log (^g ) = - 4cty&Zi.S).. - + 

log a = 

e log a = 1 ,70227 => a = . §Q „ . £Q. £ . f????. 

d) Calculo da area: 

s = ^ ^ logS = log(^) = .£&%.&.. + .Jsf.C„ - 

log S = ?£#£-. Q,.&m3jr..£Z$.6£Z 

e log S = 2,79627 => S = 

e) Soh^ao: * C = 49°50\ b = 32,5 cm, a =50,4 cm e S = 625,55 cm 2 


182. Sao conhecidos um cateto e o angulo oposto a ele: resolver o triangulo retangulo, dado o cateto c = 38,5 cm 
e o angulo oposto a ele C = 49° 5 O’. 



c = 38,5 cm 


C 


A 


Calculando o angulo B, vem: 

B + C = 90° => B = 9o^C.=,90^f£9 ° 5Q'-40°/0 ' 


Achado o angulo B, temos o problema anterior, isto e, resolver o triangulo retangulo conhecendo-se o cateto c 
e o angulo adjacente a ele. 
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183. Sao conhecidos os dois catetos: resolver o triangulo retangulo sabendo que os catetos sao b = 42,6 cm e 
c = 25,4 cm. 



b = 42,6 cm 


a) Calculo dos angulos BeC: 
• cilculo de B: 


*B-! 


log (tg B) = log (— ) = ..Aag..&. - + 

log(tgB) = 

e log (tg B) = 0,22458 => B = 


.C. 


• calculo de C: 

B + c = 90° => C = ?o°- 3o°s^ 0 // y 3o°48 J /8" 


b) Calculo da hipotenusa: 

1? MODO: sem empregar logaritmos. 

a 2 = b 2 + c 2 => a = Vb 2 + c 2 = n/ 1814,76 + 645,16 = V2459.92 = 49,598 cm 


2? MODO: usando logaritmos. 
b 


a = 


sen B 


log a = log ( — g ) = 

log a = .J,.6£Ml.*..QM66Q5.r.J,£25&6. 

e log a = 1,69546 * a = 


c) Calculo da area: 

1? MODO: sem empregar logaritmos. 


S = 


b • c 42,6 • 25,4 


2 - ~2 — - = 21,3 • 25,4 = 541,02 cm 2 

S = 541,02 cm 2 


29 MODO: usando logaritmos. 

s = !l^ 


b • c . 


log S - log ( ^ ) = .j2^.&..£..JXaty..G..-..Jhsg...'3', 

log s = 

e logS = 2,73321 => S = 


d) S 0 IU 9 S 0 : 4 B = 59° 11 ’42”; * C = 30°48’18”; a = 49,598 cm e S = 541,01 cm 2 


-..‘l-V. . ■■■ 
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EXERCI'CIOS 


SEQUfiNCIA A 


1) Resolva o triangulo, retangulo em A, sabendo que a hipo- 
tenusa a = 232,5 cm e o angulo B e 30°42\ 

2) Resolva o triangulo, retangulo em A, sabendo que a hipo- 
tenusa a = 95,34 cm e o angulo B e 42°25\ 

3) Resolva o triangulo, retangulo em A, sabendo que a hipote- 
nusa a = 256,4 cm e o angulo C e 45°40\ 

4) Resolva o triangulo, retangulo em A, sabendo que a hipo- 
tenusa a = 642,8 cm e o cateto c = 245,4 cm. 

5) Resolva o triangulo, retangulo em A, sabendo que a hipo- 
tenusa a = 72,45 cm e o cateto c = 53,82 cm. 

6) Resolva o triangulo, retangulo em A, sabendo que a hipo- 
tenusa a = 1 350 cm e o cateto b = 948,3 cm. 

7) Resolva o triangulo, retangulo em A, sabendo que o cateto 
c = 136,4 cm e o angulo B (adjacente a c) e 42°50\ 

8) Resolva o triangulo, retangulo em A, sabendo que o cateto 
c = 53,06 cm e o angulo B (adjacente a c) e 62°42*. 

9) Resolva o triangulo, retangulo em A, sabendo que o cateto 
c = 350 cm e o angulo C (oposto a c) 6 35 40’. 

10) Resolva o triangulo, retangulo em A, sabendo que o cateto 
b = 342,9 cm e o cateto c = 453,8 cm. 

11) Resolva o triangulo, retangulo em A, sabendo que o cateto 
b = 458,3 cm e o cateto c = 243,8 cm. 

12) Resolva o triangulo, retangulo em A, sabendo que o cateto 
b = 350,4 cm e o cateto c = 279,5 cm. 


RESPOSTAS 


1) angulo C = 59°18’; c = 199,92 cm; b = 118,7 cm; 

S = 1 1 865 cm 2 

2) angulo C = 47°35’; c = 70,386 cm; b = 64,308 cm; 

S = 2 263,25 cm 2 

3) angulo B = 44°20’; c = 183,4 cm; b = 179,18 cm; 

S = 16 431 cm 2 

4) angulo B = 67°33’26”; angulo C = 22°26’34”; 

b = 594,11 cm, S = 72 896 cm 2 

5) angulo B = 42°1’32”; angulo C = 47°58’28”; 

b = 48,502 cm; S = 1 305,2 cm 2 

6) angulo B = 44°37’28”; angulo C = 45°22’32”; 

c = 960,85 cm; S = 455 600 cm 2 

7) angulo C = 47°10’; b = 126,45 cm; a = 186 cm; 

S = 8 624 cm 2 

8) angulo C = 27°18’;b = 102,8 cm; a = 115,69 cm; 

S = 2 727,3 cm 3 

9) angulo B = 54°20’; b = 487,68 cm; a = 600,27 cm; 

S = 8 534,3 cm 2 

10) angulo B = 37°4’32”; angulo C = 52°55’28”; 

a = 568,79 cm; S = 7 780,3 cm 2 

11) angulo B = 61°59’19”; angulo C = 28°41”; 

a =519,011 cm; S = 55 866 cm' 2 

12) angulo B = 51°25’19”; angulo C = 38°34’41”; 

a = 448,22 cm; S = 48 968 cm 2 
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Resolucao de Triangulos Quaisquer 

Neste capi'tulo, pretende-se que o aluno: 

a) aprenda as tecnicas de resolucao de triangulos 
quaisquer . 

b) conheqa as vantage ns do uso do calculo toga - 
r/'tmico na resolucao de triangulos . 


RELAQOES TRIGONOMeTRICAS 

184. Seja um triangulo ABC qualquer: 


C 




Demonstra-se que valem as afirmasoes: 


sen A sen B sen C 


isto e: num triangulo qualquer, os lados sao proporcionais aos senos dos angulos opostos e a razao entre cada 
lado e o seno do angulo oposto a esse lado e igual ao diametro da circunferencia circunscrita (Lei dos senos). 


b) 


a 2 = b 2 + c 2 - 2 be cos A 

b 2 = a 2 + c 2 - 2 ac cos B 

c 2 = a 2 + b 2 - 2 ab cos C 


isto e: num triangulo qualquer, o quadrado de um lado e igual a soma dos quadrados dos outros dois lados 
menos o duplo produto desses lados pelo cosseno do angulo formado por eles (Lei dos cossenos). 
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a + b 

tg 

A + B 

2 

a - b 


A - B 


tg 

2 

b + c 

tg 

B + C 

2 

b - c 


B - C 


tg 

2 

a + c 

tg- 

A + C 

2 

a - c 


A - C 


tg- 

2 


isto e: num triangulo qualquer, a razao entre a soma e a diferensa de dois lados e igual a razao das tangentes 
da semi-soma e semidiferen 9 a dos angulos opostos a esses lados (Lei das tangentes). 


d) 



isto e: a area de um triangulo qualquer e igual ao semiproduto de dois lados multiplicado pelo seno do angulo 
formado por eles. 


e) 


_A_ _ /(p - b) • (p - c) ^ _ /( p - a) • (p - c) C_ /(p-a) • (p-b) 

8 2 V p • (p - a) ’ 8 2 V p*(p-b) 6 8 2 V p • (p - c) 


S = Vp • (p - a) • (p - b) • (p - c) 


onde p 


a + b + c 


e o semiperimetro do 


triangulo. 

RESOLUCAO DE TRlANGULOS QUAISQUER 

185. Aplicaremos as redoes trigonometricas na resolu 9 ao de triangulos quaisquer, isto e, na determina 9 ao dos seus 
lados, dos seus angulos e da sua area. 

A resolu 9 ao de um triangulo e de certo modo uma analise matematica da constru 9 ao geometrica do mesmo. 

Assim, nos casos de congruencia de triangulos, isto e, quando sao dados dois angulos e um lado (ALA, LAA 0 ), 
dois lados e o angulo compreendido entre eles (LAL) e os tres lados (LLL), o problema admite uma unica solu 9 ao. 

Quando forem dados dois lados e um angulo nao compreendido entre eles (LLA) o problema admite duas, uma 
ou nenhuma solu 9 ao, conforme os dados. 

Assim: 

186. Sao conhecidos um lado e os dois angulos adjacentes a ele: resolver o triangulo conhecendo o lado a = 62,5 cm 
e os dois angulos adjacentes a ele B = 42° 16’ e C = 79°44\ 
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c 



A 



a = 62,5 cm 


B 


0 problema pode ser resolvido de dois modos: 

1? MODO: usando valores naturais. 

a) Calculo do angulo A: 

A + B + C = 180° => A = 180° - ( 

b) Calculo dos lados bee: 

• calculo de b: 

a b a • sen B _ 62,5 . 0,67258 _ 42,036250 

sen A sen B ^ b sen A 0,84805 0,84805 

b = 49,569 = 49,6 cm 

• calculo de c: 

__a_ c asenC _ 62,5-0,98399 _ 61,499375 

sen A sen C ^ C sen A 0,84805 0,84805 

c = 72,518 = 72,5 cm 

c) Calculo da area S: 

0 _ a • b • sen C 62,5 . 49,569 . 0,98399 3048,462519 _ 

2 2 2 ” 1W4 ’ 24c 

29 MODO: usando logaritmo. 

a) Calculo do angulo A: 

A + B + C = 180° => A = 

b) Calculo dos lados bee: 

• calculo de b: 


sen A 


a 



log b = log + log . (&{77r. f.2. + colog 

log b = 


e log b = 1,69521 => b = 


• calculo de c: 


sen A sen C 


a c 


=> c = — — Se *? => log c = log — — — = log a + log (sen C) + colog (sen A) 

sen a sen a 
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log c = log + log .C&Zk. . T3.3f.'2. + colog 

log C = 

e log c = 1,86045 =» c = orr^ 


c) Calculo da area S: 

_ a • b sen C . c . a • b • sen C . . . ... , . - 

S = ^ => log S = log = log a + log b + log (sen C) - log 2 

lo g s = t, 79588 * 1,6 953.1 +- 99399- 0 { 30/03 = 3, , /8305 

e logS = 3,18305 => S = 

d) Solu^ao: angulo A = 58°; b = 49,6 cm; c = 72,5 cm e S = 1524,24 cm 2 

187. Sao conhecidos dois lados e o angulo compreendido entre eles: resolver o triangulo conhecendo-se os lados 
b =75,2 cm, c = 30,7 cm e o angulo compreendido por eles A = 66° 40’. 


C 



a) Calculo dos angulos B e C: 

Nesse caso o calculo dos angulos B e C se faz resolvendo um sistema de duas equa9oes em B e C. 
Assim: 


1? equa^ao: A + B ♦ C . ,80" . 


ou seja 



portanto: B = 90° 


66° 40' _ 56° 40‘ 


= 56° 40’ 


+ c = //3°<20‘ 


( 1 ) 


2? equa$ao: B + ~ = 90° - y => tg B * = tg (90° - y) = cotg y 

e substituindo ^ — por cotg^- na lei das tangentes, vem: 


b + c 
b - c 


b + c 
b - c 


tg- 


2 

B + C 


B - C 


tg‘ 


COtgy 


tg‘ 


B - C 
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E aplicando logaritmos, vem: 


log (tg B ~ C ) = log 


(b - c) • cotg — 


(b + c) 


log (b - c) + log (cotg — ) + colog (b + c) 


log (tg ) = log + log testify... 66° 4 q. ‘. } ).. + colog 


B-C 


log (tg ^ 


B ” C ' — B_C = 3A 9 34> 38" 


e log (tg ~z ” ) = 1,80543 


B-C 


= 32°34’28” 


B - C = .M.°..d'..36.:'... 


( 2 ) 


As equasoes (1) e (2) formam o sistema: 

B + C = 11 3° 20’ e resolvendo vem: 

B - C = 65°8’56” 


e 


33 = /78° <28’ 56" =? 8=r 89° /4‘ <28 " 


dC= 48° //' 4" =$? C= <2.4° 5' 33. 


O r- } £P *1 


b) Calculo do lado a: 
a b 


=> a = — — sen_A_ ^ j 0 g a _ j 0 g J? — sen_A _ j og ^ + j og ( sen + co log ( sen g) 


sen A sen B sen B sen B 

log a = log + log . + colog £ [<Z3 "J 


log a = 

e log a = 1,83920 => a = . . §. £ S.§.§. . r.. . 6 2. 


c) Calculo da area S: 
b • c • sen A 


S =- 


log S = log — — c sen - — = log b + log c + log (sen A) - log 2 


2 6 6 2 

log S = log + log ...3Q7 tm + log - log 2 

log S = 

e log S = 3,02527 => S = JO?3?„.Or(£ 9 


d) Solu 9 ao: angulo B = 89°14’28”; angulo C = 24°5’32”; a = 69,06 cm; S = 1059,9 cm 2 


188. Sao conhecidos os tres lados: resolver o triangulo conhecendo os seus lados a = 64 cm, b = 77,8 cm e c = 91 ,2 cm. 


C 



k 
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Para resolver este problema usaremos as redoes: 


A _ /(P - b) • (p - c) 

tg 2 V p • (p - a) 


B _ /(p - a) • (p - c) 

’ g 2 V P • (P - b) 


C /( p - a) • (p - b) 

tg 2 = v p.(p-c) 


e S = Vp • (p - a) • (p - b) • (p - c) 


a + b +c 
, onde p = —x 


semiperimetro 


Para isso calcule: 


a + b + c 

Z/6,5* => log p = ol ,06633 

F 2 

p - a = 52j5 

=> log (p - a) = £ 7^0/6 

P-b = ....3s,r. 

. => log (p-b) = .4.58ZZL 

p-c = 95 3. 

.. =► log (p-c) = .4.403/ &. 


e colog p = ..3,933(5/ .... 

,. e colog (p - a) = 

.. e colog (p - b) = 

.. e colog<p - c) = 4M2686. 


a) CSlculo dos angulos A, B e C: 
• cSlculo de A: 


♦ A 
tg T = 


/(p - b) • (p - c) 


. ,. A n , /(p-b) -(p-c) 

log (tg — ) = log J p.(p-a)- 


p . (p - a) 

log (tg y) =y [log (p - b) + log (p - c) + colog p + colog (p - a)] 

log ( tg A) s lf j 567h + <40519 . = fe 04 ?— 


= L9991Z... 


e log (tg y ) = 1,60217 .=> — = 4CJ8.1.44! 


A = 43° 36' 46" 


• calculo de B: 
tg 




(p - a) • (p - c) 


P • (P - b) 


log(tgy) = log 


/(p - a) • (p - c) 
p . (p - b) 


R 1 

log (tg y ) = 2 t log (p “ a ) + log (p ■ c ) + colo 8 p + col °g (P ■ b )] 

i 0 g ( tg A ) = I [ . 4 T49J4. i£9. A.t. ] = 


44693.4 


= ? 3 463 . 


e log (tg y ) = 1 ,73462 => y = 4Z.....49...441.. 


B = 56° 59 ' 4 ’ 


• calculo de C: 


tgy = . 


/(P - a) • (p - b) 

p • (p - c) 


. , C , , /(p - a) • (p - b) 

log (tg y ) = log J p .(p. c — 


log (tg J ) = \ [log (P - a) + log (p - b) + colog p + colog (p - c)] 

log (tg — ) = - [ r 3,93367 +- 4,606 88 ] = = 


e log (tg y ) = 1,91921 


£- = 39 ° 49 ' 5 “ 

2 "• 


C = 79 ° 94 ‘/ 0 " 


b) Calculo da area S: 


S - Vp • (p - a) • (p - b) • (p - c) => log S = log Vp • (p - a) • (p - b) • (p - c) 
log S = ^ [log p + log (p - a) + log (p - b) + log (p - c)] 

log S = j [ ] = M±±= = 3/38866 


e log S = 3,38866 


S = <2447, 16 Csrru' 


c) Solu^ao: angulo A = 43°36’46”; angulo B = 56°59’4”; angulo C = 79°24’10” e S = 2447,15 cm 2 


189. Sao conhecidos dois lados e o angulo oposto a um deles: resolver o triangulo conhecendo-se dois lados a e b 
e o angulo oposto a um desses lados, por exemplo A. 


c 



Este e o caso em que, conforme os dados, havera duas, uma ou nenhuma solu 9 §o. 


Assim: 

a) Calculo dos angulos: 


Sendo dados os lados a e b e o angulo A, calcula-se o angulo B por sen B = 
C = 180° - (A + B). 


b • sen A 


e o angulo C por 


b) Calcula-se o lado c por c = 


a • sen c 
sen A 


c) Calcula-se a area por S = ^ sen C. 


A discussao do problema e feita a partir de sen B = 


b • sen A 


assim: 


1?) b • sen A > a => sen B > 1 e nao ha soku^ao. 

se A < 90°, existe uma solu 9 ao 
se A > 90°, nao ha solu 9 ao 
a > b, existe uma solu 9 ao 
a < b, existem duas solu 9 oes 


29) b • sen A = a => sen B = 1 => B = 90 

A < 90 




39) b • sen A < a => sen B < 1 * 


r C 


A > 90° 


a > b, existe uma solu 9 ao 
^ < b, nao ha solu 9 ao 
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1? exemplo: resolver o triangulo, sabendo que a = 45,2cm, b = 82,4 cm e A = 60°20\ 
Discussao: devemos verificar se b • sen A > a ou b • sen A < a, assim: 

log (b • sen A) = log b + log (sen A) = log 82,4 + log (sen 60°20’) 
log (b • sen A) = 1,91593 + 1,93898 = 1,85491 
log a = log 45,2 = 1,65514 

log (b • $en A) > log a => b • sen A > a e o problems proposto nao tern solu 9 ao. 


• * — 



2? exemplo: resolver o triangulo, sabendo que a = 12,3 cm, b = 15,8 cm e o angulo A = 16° 33’. 
Discussao: 

log(b • sen A) = logb + log (sen A) = log 15,8 + log (sen 16°33’) = 1,19866 + 1,45462 = 0,65328 
log a = log 12,3 = 1,08991 

log (b • sen A) < log a =* b • sen A < a e o problems proposto admite solu^ao. 

Como A = 16°30’ < 90° e a < b, hi duas soh^oes, isto 6, dois valores B’ e B” para o angulo B tais que 
B’ + B” = 180°. 


a) C£lculo dos angulos: 
• cMculo de B: 

* 

a b 

sen A sen B 


=> sen B = 


b ■ sen A 
a 


log (sen B) = log (— — 

log (sen B) = 

e log (sen B) = 1,56337 => B’ = 


e B’ = 21°27’49” => B” = 180° - 


/58°3Z' //" 


• c£lculo de C: 

1°) C’ = 180°- (A + B) = /80°-(S6 ° 33 * <2 7*4-*? , )= z /80 -38 4-^ - /4-/ 59'//" 

2?) C”= 180° - (A + B) = 


b) Calculo do lado c: 


c =- 


a « sen C 
sen A 


c =- 


a • sen c 


=> c = 


12,3 - sen (141°59’1 1”) 


obs.: sen 141°59’11” = sen (180° - 38°49”) = sen 38°49” 
a - sen C” 12,3 • sen (5°4’49”) 


c =- 


sen A 


a ■ sen c 
sen A 




Entao: 

1?) log c’ = log ( 

log c . = 1,0899/ /• /J 78947 + 0,84838jJ^4F6 

e log c* = 1,42476 => c’ = f..Z. 

2?) log c” = log ( 3 ‘Jn V ”' ) = 

log c” = tpBWl + 4 , 94 7 3.0 + 0,84538 - 0,583 49 

e log c” = 0,58249 => c” = . 3 . 
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c) Calculo da irea: 


S = 


a • b • sen C 

2 


a • b . sen C ’ 12,3 • 15,8 • sen (141°59’1 1”) 
2 2 

a • b • sen C” 12,3 • 15,8 . sen (5°4’49”) 


Entao: 

1?) log S’ = log (— b 2 sen c ) = tuG&U 

log S’ = 

e logs’ = 1,77701 => S’ = 




2?) log S” = log ( 


a • b • sen C 


) = 




log S” = t. £ && &&. . t. 

e log S” = 0,93474 => S” = 


d) Solufao: 1? soli^ao ► angulo B’ = 21°27’49”; angulo C’ = 141°59’ll”; 

c’ = 26,6 cm e S’ = 59,843 cm 2 

2? solu$ao ► angulo B” = 158°22’1 1”; angulo C” = 5°4’49”; 

c” = 3,8 cm e S” = 8,605 cm 2 


EXERCI'CIOS 
SEQUENCIA A 


1) Resolva o triangulo conhecendo o lado a = 320 cm e os 
angulos adjacentes a ele, B = 73°30’ e C = 35° 12’. 

2) Resolva o triangulo conhecendo o lado a = 48 cm e os 
angulos adjacentes a ele, B = 35° e C = 75°. 

3) Resolva o triangulo conhecendo o lado a = 348,6 cm e os 
angulos adjacentes a ele B = 35°42’ e C = 72°30\ 

4) Resolva o triangulo conhecendo os lados b = 1 540 cm, 
c = 1 250 cm e o angulo compreendido entre eles A = 52°40\ 

5) Resolva o triangulo conhecendo os lados b = 2 560 cm, 
c = 1 850 cm e o angulo compreendido entre eles A = 54°44\ 

6) Resolva o triangulo conhecendo os lados b = 45,4 cm, 
c = 23,8 cm e o angulo compreendido entre eles A = 48°20\ 

7) Resolva o triangulo conhecendo os seus lados a = 83,4 cm, 
b = 125,4 cm e c = 65,6 cm. 

8) Resolva o triangulo conhecendo os seus lados a = 428 cm, 
b = 308 cm e c = 184 cm. 

9) Resolva o triangulo conhecendo os seus lados a = 542,3 cm, 
b = 398,4 cm e c = 643,3 cm. 

10) Resolva o triangulo conhecendo os lados a = 140 cm, b = 
= 120 cm e o angulo oposto ao lado a, A = 58°30’. 


11) Resolva o triangulo conhecendo os lados a = 234,2 cm, 
b = 320,4 cm e o angulo oposto ao lado a, A = 42°25\ 

12) Resolva o triangulo conhecendo os lados a = 300 cm, b = 
= 420 cm e o angulo oposto ao lado a, A =54°. 


RESPOSTAS 


1) angulo A = 71°18’; b = 323,92 cm; c = 194,735 cm; 

S = 29 875 cm 2 

2) angulo A = 70°; b = 29,298 cm; c = 49,339 cm; 

S = 679,18 cm 2 

3) angulo A = 71°48’; b = 214,135; c = 349,98 cm; 

S = 35 597 cm 2 

4) angulo B = 75°31’36”; angulo C = 51°48’24”; 

a = 596,8 cm; S = 765 300 cm 2 

5) angulo B = 79°54’40”; angulo C = 45°21’20”; 

a = 2 123 cm; S = 1 933 400 cm 2 

6) angulo B = 100°39’22”; angulo C = 31°38”; 

a = 34,511 cm; S = 403,6 cm 2 

7) angulo A = 37 0 23’1”; angulo B = 114°5’24”; 
angulo C = 28°31’35”; S = 2497,25 cm 2 

8) angulo A = 118°43’8”; angulo B = 39°7’54”; 
angulo C = 22°8’58”; S = 24 850 cm 2 




9) angulo A = 57°5’36”; angulo B = 38°4’53”; 
angulo C = 84°49’31”; S = 107587,5 cm 2 


ao farol, sabendo que o ponto de observagao esta 58,45 m 
acima do piano horizontal que passa pelo barco. 


10) angulo B = 46°57’25”; angulo C = 74°32’35”; 

c = 158,255 cm; S = 8096,1 cm 2 

11) angulo B’ = 67°20’; angulo C = 70°15’; 

C = 326,79 cm; S’ = 35 312 cm 2 (1? solugao) 
angulo B”= 112°40’; angulo C” = 24°55’; c” = 146,28 cm; 
S”= 15806,7 cm 2 (2? solugao) 

12) O problema nao admite solugao (b • sen A >a) 


SEQUENCIA B 

Resolva os problemas: 


1) Calcular a base e a altura de um triangulo isosceles, sabendo 
que o angulo do vertice mede 72°48’ e que os lados con- 
gruentes tern por medida 35,86 cm. 

CL cd%Ccrccc <&&j 363 om, ^ ex. JlrnAZ. 

4*1 , 56 orn * . 

2) Numa circunferencia, cujo raio e 13,42 cm, os lados de um 
angulo central de 38°42’ interceptam a circunferencia nos 
pontos M e N. Calcular a medida da corda MN. 

/= Ottl 

3) Calcular a area de um octogono regular inscrito numa 
circunferencia de 45,6 cm de raio. 

CL cvz&a, a cc o88^, (yrr ^ 

4) Duas forgas fi e f 2 sao aplicadas num ponto P e formam 
entre si um angulo reto. Calcular o angulo que a resultante 
forma com a forga fj, sabendo que fi = 384,6 N e f 2 = 
= 148,5 N. 

O -e' a, 3,f° 6‘ 45,5" 



5) Um barco e avistado do alto de um farol, segundo um 
angulo de depressao de 16°20’. Calcular a distancia do barco 


a (M^omcccl, c(tL fW, 4- 5 rn '- 
J6°20 ; 

59,46-^ 




_n_ 


6) Calcular o angulo formado por duas forgas de 15,4 kgf e 
18,3 kgf aplicadas num mesmo ponto A, sabendo qu<? a sua 
resultante e de 20,4 kgf. 


o Zvnffifo- A /05° 45* c2<7!' 



7) Duas forgas fi e f 2 sao aplicadas num mesmo ponto A e 

formam entre si um angulo de 60°. Calcular a intensidade da 
■> ■> 

resultante, sabendo que fi = 320,3 N e f 2 = 184,2 N. 


CL /teAAtifitasritiL £ ' 3ZL a /. 



8) Na figura abaixo, A, B e C sao tres pontos das margens de 
um rio. Sabe-se que BC = 100 m, angulo B = 74° 30’ e angulo 
C = 56°20\ Calcule a largura do rio. 





100 m 


9) Um ponto A e visto segundo um angulo de 25°40’, quando 
observado de um ponto M e, segundo um angulo de 32°20’ 
quando observado de um ponto N, depois de se caminhar 
200 m em diregao ao ponto A. Calcule a distancia do 
ponto A ao piano horizontal que contem os pontos M e N, 
supostos no mesmo nfvel 

CL Af 86,625 

A 




* 

« 




l 




i 


f 





29) Seja a funfao f: ]R ]R + dada pelo grafico: 

x m- y = f(x) 


D(f) = R e Im(f) =TR + 
f 6 sobrejetora 


41. Fun^ao injetora: seja uma funfao f: A -> B 

x M- y = f(x) 

f e mjetora se e somente se a elementos distintos de A correspondem elementos distintos de B. 
Ou seja: 



Exemplos: 

19) Seja a funsao f dada pelo esquema de flechas: 
A 


f e injetora 

29) Seja a fun^ao f: R R dada pelo grafico: 
x h> y = f(x) 
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Y Xi E R e Vx 2 ER, se Xj ^x 2 ; entao f(xj) Y f(x 2 ) 
f e injetora 









i 






